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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.

Naloga | a b C d.
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4. °
Skupaj
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1. (20) Naj bosta B in D neodvisni standardni Brownovi gibanji glede na filtracijo
(Fi)e>0. Definirajte
M, = B} — 6B?D? + D}

a. (10) Pokazite, da je M martingal.

Resitev: Iz Itove formule dobimo
t t
M, = M+ / (4B —12B,D?) dB, + / (—12B2D, +4D?) dD;
0 0
t t
+6/ (Bg—Dg)ds+6/ (—B2+ D?)ds
0 0
t t
— My~ / (4B} — 12B,D?%) dB, + / (~12B2D, + 4D?) dD,
0 0

Upostevali smo, da je (B, D) = 0 zaradi neodvisnosti. Vsi integrandi so kvadrat-
no integrabilni, zato je M martingal.

b. (15) Naj bo T = inf{t > 0: B? + D? = 1}. Utemeljite, da je P(T < co) =1 in
uporabite M za izracun F(B%D3). Utemeljite vse korake.

Resitev: Vemo, da je opcijski ¢as Ty = inf{t > 0: B, = 1} koncen z verjetnostjo
1. Ker je T <17, isto velja tudi za T'. Velja

E(MT/\t> - 0 .

Zaradi omejenosti MT lahko posljemo t — 0o in po izreku o dominirani konver-
genci velja E(Mr) = 0. Po drugi strani je

My = (B} + D3)* —8B%D37 =1 —8B3D3..

Sleds ]
E(BID}) = 3.
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2. (25) Naj bodo H,(z,t) polinomi v spremenljivkah = in ¢, pri ¢emer je H,(x,t)
stopnje n v spremenljivki z. Predpostavite, da je Ho(x,t) =1, H,(0,0) =0 zan > 1
ter

0H,
W(as,t) =nH, 1(z,t)
in
0H, 10%H,

za n > 1. Definirajte
M = H,(By,1t)

zan=20,1,..., kjer je B standardno Brownovo gibanje.

a. (10) Pokazite, da je za vsak n > 0 proces M™ kvadratno integrabilen martingal.

Resitev: Trditev velja za n = 0. Predpostavimo, da je M™ kvadratno integrabilen
martingal. Racunamo s pomocjo Itove formule

MM = H,(By,t)

"YOH, YOH, 1 ['0%H,
= /0v ax+1 (BS7 S)dBS + /0v at+1 (BS7 S)ds + 5 0 ax2+1 (BS7 S)dS

t
= / nH,(Bs, s)dBs; .
0

Sledi, da je M™" lokalni martingal. Po indukcijski predpostavki je M™ kvadratno
integrabilen martingal, zato je

E[(M})] < B [(M])"]
za s <t in posledicno
t
/ E [(nMS)Q} ds < n*tE [(Mt")2] < 00.
0
Sklepamo lahko, da je M™ ' kvadratno integrabilen martingal.

b. (15) Izracunajte £ [(Mt”)ﬂ

Namig: uporabite indukcijo.

Resitev: Iz definicij je E [(Mto)?] = 1. Itova formula nam da

t
MM = / (n+1)M?dBs,
0
Itova 1zometrija pa
t
B | (M)’ :n2/ E[(M")?] ds.
0

3



FM2, 2019/2020, P. Kink, M. Perman

Sledi
B (M)’ =t B[(M2)] =2, ..
m po indukciji
E[(M})*] =nl-t".
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3. (25) Prilagojen zvezen proces X naj zadosca enacbi
dX; = pdt + 0 X d B,
zXo=1ino > 0.
a. (10) Definirajte
Zy = e’\Bt_gt .
Izracunajte d (X Z2),.
Resitev: Najprej opazimo, da je
dZ; = \Z,dB; .

Iz tega sledi, da bo
d(X, Z>t = )\O'Xttht .

Racunamo
d (XZ) = thXt + XtdZt + )\O'Xttht

t
Zt([lldt ‘I— O'XtdBt) ‘I— )\XtthBt + )\O'Xttht
= /Ltht + )\O'Xttht + (0' + )\)XtthBt .

b. (15) Izracunajte E(X;).

Namig: za konstanto a ima nehomogena linearna diferencialna enacba

u +au=nh
resitev .
u(t) = u(0)e=* —|—/ e~ =) h(s)ds .
0
Resitev: V prvi tocki lahko \ Se prosto izbiramo. Izberimo si A = —o, tako da bo

stohasticni del enacbe odpadel. Ostane nam nehomogena linearna diferencialna

enacba prvega reda
d(XZ), = pZydt — o* X, Z,dt

Resitev zgornje enacbe pri danem zacetnem pogoju je

t
XoZy = et 1 ,u/ G_UQ(t_S)ZSdS.
0

Proces X je enak
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Vemo, da velja
E (("%Z;l) ~1.

Opazimo, da je
77, - o~ (Bi—By)+5% (t-)

Y

zato ,
BE(Z7'Z,) = e (079

Sleds
E(X,)=1+put.
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4. (25) Naj bo S cena delnice v Black-Scholesovem modelu z obrestno mero r €
(0, 00) in volatilnostjo o € (0, 00). Fiksirajmo zapadlost T' € (0, 00) in ozna¢imo s @
martingalsko mero za interval [0,77], tako da je na [0,T], dS; = rSidt + 0S.dW; za
@-Brownovo gibanje W.

Naj bodo dane konstante 0 < b < a < oo. Izveden finan¢ni instrument ima
izplacilo Vi = f(Sr) ob casu T, kjer je za z € (0, 00),

r—a, cejex>a
flz)=<Cb—x, cejex<b.

0, sicer

a. (b) Skicirajte funkcijo f(z). Zapisite f(Sr) kot ustrezno linearno kombinacijo iz-
placil dveh evropskih nakupnih opcij ter terminske pogodbe (vseh z zapadlostmi
T in ustreznimi izvrsilnimi cenami).

Pojasnilo: terminske pogodbe so matematicno oblike Sp — k za neko izvrsilno
ceno k.

Regitev: Skica grafa je elementarna. Velja f(St) = (St —a)™ + (b — Sp)™ =
(ST — CL)Jr + (ST — b)+ — (ST — b)

b. (10) Dolocite za 0 <t < T

Vi = Eq [T f(Sp)|F]

Resitev: Vemo, da je za 0 <t <T in k € (0,00), s.g.

Q(t; k) == Eq [e "D (Sp — k)T|F] = Si®(dy) — ke ™" d(dy),

kjer je
%:by&Mﬂw@—w+§@—ﬂ
ovVT —1
m

dgzdl —O'\/T—t.
1z linearnosti pricakovane vrednosti sledi, da je s.g.
Vo= Q(t;a) + Q(t:b) — (i — be™"7Y).
Upostevali smo, da je diskontirani proces cene delnice QQ-martingal.

c. (10) Za 0 <t < T navedite komponento H; varovalnega portfelja za opcijo, ki
izplaca f(St) v ¢asu T

Namag: pomislite, kako moramo varovati terminsko pogodbo.
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Resitev: 1z linearnosti sldei, da je iskani H wvsota H-jev za evropski nakupni

opciji z 1zur$nima cenama a in b zmangsan za H terminske pogodbe z izvrsno
ceno b. Se pravi

0o (I)(log(St/a)+7"(T—t)—I—%z(T—t))

oV —t
o (los S/ +r(T -+ (T -0 |
oV —t '

Za terminsko pogodbo je varovalni portfelj enota temelja-delnice.



