IZBRANA POGLAVJA 1Z VERJETNOSTI IN STATISTIKE
SEMINARSKA NALOGA
NAVODILA

Naloge so sestavni del predmeta. Oceno dobite, ko oddate resitve.

[z3AVA: S podpisom potrjujem, da so resitve moje delo. Ime:

Podpis:
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TEORIJA MERE
1. O Za dogodke Ay, Ay ... velja P(A,) = 0in Y~ P(A,NAS,,) < oo.
Dokazite, da je P(limsup,, A,) = 0.

2. D Naj bodo X1, X, ... neodvisne slu¢ajne spremenljivke in za 1 < m <
n definirajte

Sn - iX]
j=1
Sm,n — Z Xj

j=m+1

(Sn,n - 0)

a. Naj bo e > 0 and 7" = inf{l < j < n:|S;| > 2}, pri cemer je
inf{0} = oo. Dokazite, da je

U?:l {T :j7 ’Sj,n| < 6} C {‘Sﬂ’ > 6}‘

b. Dokazite Ottavianijevo neenacbo

P(|Sn| > €)

miny <<, P(Sjn <€)

p (max 1S;| > 26) <

1<j<n -

3. D Naj bo p kon¢éna mera na [0,1). Ali obstaja taka Borelova mnozica
A, da za vsak interval [a,b) C [0,1) velja u([a,b) N A) = M?
4. @ Naj bo A Lebesgueova mera na [0,1). Ali obstaja taka Borelova
podmnozica A C [0, 1), da za vsak interval [a,b) C [0,1) velja
0 < A([a,b) N A) < A([a,b))?
5. O Naj bodo pu, za n > 1 pozitivne mere na merljivem prostoru (5, S)

in f: S — Ry merljiva funkcija. Definirajte = »_ o, p,. Pokazite,
da je p mera in velja

[ t@ntan =% [ @) ulas).

n>1
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6. D Naj bodo f, > 0in f > 0 merljive funkcije in naj f,, — f, kon — oo
s.g.. Predpostavljajte, da velja

[ larutan) > [ @y ulao),

ko n — oo in dokazite, da velja

/ Fale) — ()] p(dz) =0,

ko n — oco. (Trditev je znana kot Schefféjev izrek).

7. D = Naj bo (Q,F, P) verjetnostni prostor in naj bo dan m—sistem
A € F. Predpostavimo ) € A. Predpostavite, da druzina slucajnih
spremenljivk M izpolnjuje naslednje pogoje:

(i) M je vektorski prostor, torej iz X1, Xy € M sledi aX;+5X,; € M
za poljubna «, f € R.

(ii) Ceje X; < X, < ... narascajoce zaporedje slucajnih spremenljivk
in je X(w) = lim, 0 Xp(w) < 00 za vsak w € Q, potem je X €
M.

(ili) 14 € M za vsak A € A.

Dokazite:

a. Druzina M vsebuje natanko o (.A) merljive slu¢ajne spremenljivke.
Ta trditev je izrek o monotonih razredih.

b. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki in naj bo Y merljiva glede
na o(X). Uporabite (a) za dokaz, da obstaja Borelova funkcija
¢:R—RzY =¢(X). Namig: A= o(X).

c. Ce je Y merljiva glede na ¢(X) in neodvisna od X, kaj lahko
recemo o slucajni spremenljivki Y7

8. = P Naj bo A algebra dogodkov na verjetnostnem prostoru (2, F, P).
Predpostavljajte, da je F = o(A), torej algebra A generira F.
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a. Dokazite, da za poljuben dogodek A € F in za poljuben ¢ > 0
obstaja dogodek A, € A, tak da je

P((ANAUA°NA,)) =P(ALAA,) <.

b. Naj bo {X;: t € Z} druzina neodvisnih, enako porazdeljenih
slucajnih spremenljivk, pri ¢emer je P(X; = 1) = p in P(X; =
0) =1—pzanek p € (0,1). Predpostavljajte, da je A dogodek v
o({X;: t € Z?}) invarianten na translacije v naslednjem smislu:

Iy = ®(X)
za neko merjlivo funkcijo na @: {0,1}2" — [0,1] in velja
Iy=9(X°) s.g.

za vsak s € Z4, kjer je X§ = X, Pokazite, da je ali P(A) =0
ali P(A) = 1.

Namig: Oglejte si najprej ®, ki so odvisne samo od konéno mnogo
komponent X . Nato uporabite a.

9. O Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki in predpostavimo, da je
E(|X+Y|) < 0o. Cesta X in Y neodvisni, sledi potem iz predpostavke,
da je E(|X]) < o0?

10. D Naj bosta g in v konéni meri na [0, 1] in definirajte za x € [0, 1]
F(z) = p((0,2])  in G(z) = v(0,2])

Pokazite, da velja formula za integracijo per partes oblike

/[01] F(z)v(de) = F(1)G(1) - G(l‘)u(dxH/ p({r}) v(de).

[0,1] [0,1]

Namig: Uporabite Fubinijev izrek za funkcijo 1o<y<z<1).

11. D Naj bo f merljiva funkcija na kartezicnem produktu (57 x S, S1 X Ss).
Predpostavite, da sta meri p in v o-konc¢ni in velja

/Sl plds1) / f@n)lv(dy) <co.
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12.

13.

14.

15.

Pokazite, da je potem
/ p(dsy) f(s1,82)v(dsy) = / f(s1,82) (10 x v)(dsy, dss)
Sl 52 81><SQ
= / v(dss) f(s1,82) p(ds1)
So 51

(Izrek je znan kot Tonelli-Hobsonov izrek).

D Naj bosta p in v verjetnostni meri meri na kvadratu [0, 1]? in pred-
postavljajte v < p. Naj bosta v, in p, projekciji danih mer na [0, 1]
definirani z

p(B) = u(B x [0,1]) in v:(B) =v(B x [0,1]).
Ocitno je tudi v, < p,. V kaksni zvezi je ta odvod z odvodom
a,
dp

Naj bodo Xi, Xs, ... slucajne spremenljivke z F|X;| < oo za k > 1.
Naj Xj, 28 X, ko k — co. Pokazite, da v primeru, ko je E|X| < oo in
velja F|X,| — E|X|, ko n — oo, velja F|X,, — X| — 0, ko n — co.

Naj bo S = {0, 1} mnozica vseh zaporedij nicel in enk. Mnozico S
opremimo s produktno topologijo, kjer na faktorjih {0, 1} v produktu
vzamemo diskretno topologijo. Naj bo P, projekcija S na n-to kompo-
nento. Naj bo 7 topologija na S z bazo odprtih mnozic, ki so konéni
preseki mnozic oblike P, '({0}) in P, '({1}). Pokazite, da je Borelova
o-algebra generirana z baznimi odprtimi mnozicami.

Naj bo f Lebesgue integrabilna funkcija na R. Dokazite, da vrsta
> fl@+n)

konvergira absolutno za skoraj vse x € R.
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16. Privzemite, da je 1 <py < p;. Najboza 0 <t <1

Dt Po y41

11—t ¢

Dokazite, da iz f € LPo(u) N LP*(u) sledi, da je f € LP*(u) in velja

£ 1lpe < 1F 1l “I1£115, -

OSNOVE VERJETNOSTNEGA RACUNA

17. » Kovanec mecemo dokler ne dobimo ali r grbov ali ¢ Stevilk zapore-
doma. Predpostavljajte, da je P(grb) = p in so meti med sabo neod-
visni in oznacite ¢ =1 — p.

a. Naj bo A dogodek, da dobimo prej r grbov zapovrstjo kot t stevilk
zapovrstjo. Naj bo B = {prvi met je grb} in oznagcite

ps = P(A|B) in pr = P(A|B).
Izpeljite

P(A) = p"+ (1 —p")ps
P(A) = (1-q")ps

b. Izracunajte P(A).

18. @ John Foobar ima probleme z zaposlitvijo. Ce je neko jutro brez-
poseln, bo zvecer dobil delo z verjetnostjo pp, neodvisno od preteklih
dni. Ce bo neko jutro zaposlen, bo zvecer zgubil delo z verjetnostjo
ps, tudi neodvisno od preteklih dni. John Foobar bo tako negotovo
zivljenje zivel n dni.

a. Oznacite z F,(s) rodovno funkcijo stevila vecerov, ko bo John
Foobar zaposlen, pri pogoju, da je brezposeln prvo jutro. Podobno
oznacite z G,(s) rodovno funkcijo Stevila vecerov, ko bo John
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Foobar zaposlen pri pogoju, da je zaposlen prvo jutro. Pokazite,
da je
E(8) = pn s Guoi(s) + gnFn-1(s)
Gol5) = by Far(5) + 7 5 Gua(5)
kjer je g, =1 —pp, qf = 1 — py in Fy(s) = Go(s) =
. (10) Izpeljite, da je

S n_ Al
HZ:OGn(S)t 1B

kjer je

tlay — (ay —pn)t) . 1—B(t)
B(t) = Alt) = ———=.

(t) — in t)=——

. Prepricajte se, da je
¢ s s
G/ n a + _
Z T EARCEr) R ey pymyy

za primerna « in f in izracunajte E(X,) pri pogoju, da je J. F.
prvo jutro zaposlen.
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19.

20.

21.

POGOJNE PORAZDELITVE IN POGOJNA MATEMATICNA UPANJA

D Naj bo (X,Y) slucajna spremenljivka z vrednostmi v R? in po-
razdelitvijo uxy. Naj bo G = o(|X]|,|Y]). Opisite pogojno porazdeli-
tev vektorja (X,Y') glede na o—algebro G.

D Naj bo X slucajna spremenljivka z vrednostmi v poljskem prostoru
(S,S) z Borelovo o—algebro. Privzemite, da obstaja konéna grupa (7,)
merljivih transformacij (S5, S), takih, da je porazdelitev X invariantna
za vsak T, torej

px(T,1(B)) = px(B)

za vsak B € §. Naj bo 7 druzina vseh merljivih podmnozic (S,S), ki
so invariantne za vse T, torej

a. Dokazite, da je 7 o—algebra.
b. Naj bo G = X~17. Opisite pogojno porazdelitev X glede na G.

D Naj imata slucajni spremenljivki X in Y s vrednostmi v R gostoto

fxy. V elementarni verjetnosti je pogojna porazdelitev X glede na
o(Y') definirana kot

[ofxy(@Y(w)de
QuB) =4 "~ pey ol pTRA0

v(B) sicer,
kjer je v lahko poljubna verjetnostna mera.

a. Dokazite po vseh pravilih dlakocepstva, da () res zadosca definiciji
pogojne porazdelitve.

b. Recimo, da je T' celostevilska sluc¢ajna spremenljivka in je funkcija
P(X <z,T=n)= ["_ g(u)du za vsak z za neko funkcijo g, >
0 za vsak n € Z. Pokazite, spet po vseh pravilih dlakocepstva, da
je

E(TX) = ¢(X),
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kjer je

) = { g Tanonle) S Sxl) £0

Obstoj gostote fx spremenljivke X je del naloge.

c¢. Naj bodo Zy, Z1, Zs, ... med sabo neodvisne enako porazdeljene
slucajne spremenljivke z porazdelitveno funkcijo G in zvezno gos-
toto g > 0. Oznacimo T = inf{n > 0: Z, > Zy} (vemo, da je
P(T < ) =1).

G"(t)

d. Oznaka 1, pomeni indikator mnozice A. Izracunajte
E(La=n)|Zr) .

22. = @ Naj bodo X1, Xs,..., X, neodvisne, enako porazdeljene strogo
pozitivne slucajne spremenljivke. Predpostavite n > 3. Naj bo J
celostevilska slucajna spremenljivka z vrednostmi v {1,2,...,n}, za
katero velja

P(J = j|X1,Xa,..., X,) = S—J
kjer je S, = X7 + -+ X,,.
Definirajte vektor X* = (X7,..., X} ;) s predpisom

X! = .
XZ'_|_1, éezZJ.

a. Pokazite, da za poljubno omejeno Borelovo funkcijo f: R — R
velja
. . X1
Elf(X;,X],..., X )] = nE[S—f(Xl,XQ, LX)
b. Najbo S}, = X{+---+X_,. Pokazite, da za poljubne omejene
Borelove funkcije f,h: R = R in g: R* ! — R velja
* * X
E [f(X2)g(X)h(S; )] = nE | - F(X)g(Xao1)h(S1) | |

kjer je Xpo1 = (Xo,..., X)) in S, = Xo 4+ -+ X,
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23.

24.

25.

c. Dokazite

E [g(X")Xs,85] = E [g(X7)|S;] -

d. Sklepajte, da je
E [f(X0)g(X")Sho1] = B [f(X)ISh_1] E [9(X7)[S;_4] -
1= @ Naj bo X slucajna spremenljivka na verjetnostnem prostoru
(Q,F,P)innajbo G C F.
a. Predpostavite E(X?) < oo in E(X|G) £ X. Pokazite, da je
E(X|G) = X s.g.

b. Predpostavite, da je E|X| < co in E(X|G) £ X. Pokazite, da je
tudi v tem primeru F(X|G) = X s.g.

O Naj bodo Xi, X,,..., X, neodvisne enako porazdeljene slucajne
spremenljivke z X; > 0, EX; = pin E(X]) < c0zal < ¢ < 2.

Dokazite
X —Dp\ !
Xl( 1+ ”“‘) ]
n

D Naj bo (Q, F, P) verjetnostni prostor in L?(P) Hilbertov prostor vseh
slucajnih spremenljivk s kon¢nim drugim momentom.

(BX))7 < B( S X <E

=1

Namig: Pogojni Jensen.

a. Naj bo G C F poljubna o—algebra. Dokazite, da je podprostor
vseh ekvivalen¢nih razredov v L?(P), ki imajo G—merljivega pred-
stavnika, zaprt.

b. Naj bo za slucajno spremenljivko X € L?(P) spremenljivka mg(X)
ortogonalna projekcija X na zaprt podprostor iz a. Pokazite, da je
poljuben G—merjiv predstavnik te ortogonalne projekcije v L?(P)
verzija pogojnega matemati¢nega upanja E(X|G).
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c. Ali lahko uporabite b. za dokaz eksistence pogojnega upanja za
poljubno spremenljikvo v L!(P)?

d. Interpretirajte formulo
var(X) = E(var(X|G)) + var(E(X|G))
v ludi zgornje definicije pogojnega matemati¢nega upanja.

26. D Naj bodo &1,&,...,&, neodvisne slucajne spremenljivke in naj za
i=1,...,nvelja&§ ~T(p;,A). Najbo & =" &.

a. Opisite pogojno porazdelitev (£1,&s,...,&,) glede na o(§).
b. Opisite pogojno porazdelitev (&1, &, .. .,&,) /& glede na o(§).

Opomba: Ta pogojna porazdelitev se imenuje Dirichletova poraz-
delitev s parametrom p = (p1,P2, -+, Pn)-

c. Naj ima vektor P = (P,..., P,) Dirichletovo porazdelitev s pa-
rametrom p = (p1,pe,...,pn). Predpostavljajte, da je pogojna
porazdelitev vektorja M = (M, ..., M,) s celostevilskimi kompo-
nentami glede na ¢(P) multinomialna definirana s

n! = ,
P(Mlzkl,,Mn:k’n|P):mHPlkl

za y . k; = n. Poiscite pogojno porazdelitev vektorja P glede
na o(M).

27. Predpostavljajte, da za integrabilni sluc¢ajni spremenljivki X in Y velja
EX|Y)=Y in EY|X)=X.

a. Dokazite, da za poljuben x € R velja

=)
IV IA
=
<
|
=
-
A
=
Il
o
=
|
s
-
Vv
8
~
Vv
=
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b. Dokazite, da je X =Y s.g.

28. Naj bodo X, sluc¢ajne spremenljivke na verjetnostnem prostoru (€2, F, P).
Predpostavite, da je | X, | <Y za vse n in je EY < co. Predpostavite,
da X,, — X skoraj gotovo, ko n — oo.

a. Naj bo G, narascajoce zaporedje o-algeber z G, C F. Naj bo G
najmanjsa o-algebra, ki vsebuje U° ,G,,. Pokazite, da velja skoraj
gotovo

E(X.|G,) = E(X|9) ,
ko n — oo.

b. Naj bo G, padajoce zaporedje g-algeber z G, C F. Naj bo G =
N ,G,. Pokazite, da velja skoraj gotovo

E(Xa|Gn) = E(X]9) ,

ko n — oo.

MARTINGALI

29. @ Naj bo (X, F,) pozitivni supermartingal in naj bo U(a,b) Stevilo
preckanj intervala (a,b) za 0 < a < b < oo. Dokazite Dubinsovo
neenakost

P(U(a,b) > k) < (%)kEmin (% 1) .

30. Naj bodo S1,9,,...,95, delne vsote zaporedja neodvisnih slucajnih
spremenljivk s pricakovano vrednostjo 0. Dokazite naslednje trditve:

a. B(S) < E(Sy) <+ < E(S)).
b. P(S; > —2E(S;)) > 1/2zavse 1 < j <n.
c. Za poljuben a > 0 je

P(max S; > a+2E(S])) <2P(S, > a).

1<j<n
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31.

32.

33.

® Naj bodo (X,), (Y,) in (Z,) pozitivna adaptirana zaporedja glede
na filtracijo (F,,). Predpostavljajte F|X,| < oo in

EXpn|lF) <1+ %7, X, +Y,

in) Y, <ooin) Z, < oo s.g. Dokazite, da (X,) konvergira s.g.
proti koncni limiti.

Namig: (X,,) je “skoraj” super-martingal.

D Dano je zaporedje slucajnih spremenljivk X7, Xy, ... z vrednostmi na
intervalu (0, 1), ki ustrezajo zvezam

P(Xym1 = aX,+(1-0)|Xo, Xy,...,Xp) =X,
P(Xn—i—l = (an|X0,X1,...,Xn):1—Xn

pri ¢emer je Xo = xg € (0,1) konstanta in 0 < a < b < 1.

a. Dokazite, da je (X,,) ne-negativni supermartingal.
b. Dokazite, da X,, = X s.g., ko n — oc.
c. Izracunajte P(Xo = 0).

Namig: Izracunajte E(X).

@ Predpostavljajte, da igrate ruleto in vedno stavite na rdece. Ce
stavite x enot denarja, potem v primeru, da se kroglica ne ustavi na
rde¢em, izgubite stavo, sicer pa vam stavo vrnejo in dobite Se enkrat
x enot denarja, tako da ste x enot bogatejsi. Martingalska strategija
predpisuje, da zatnemo igrati s stavo 1. Ce zgubimo, v naslednji igri
stavo podvojimo, torej stavimo 2 enoti. Ce spet zgubimo, stavo spet
podvojimo. S podvajanjem nadaljujemo, dokler se ne pojavi rdece
ali dokler nam ne zmanjka denarja za podvajanje. V vsaki “rundi”
bodisi zasluzimo 1 enoto bodisi nam zmanjka denarja za podvajanje.
Verjetnost, da se kroglica ustavi na rdecem je p = 18/37.

a. Recimo, da imate na zacetku 2" — 1 enot denarja in runde pon-
avljate, dokler jih dobivate, kakor hitro pa rundo zgubite, odsto-
pite. Koliksna je verjetnost, da vam bo na ta nacin uspelo pod-
vojiti vas§ denar?
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34.

35.

36.

37.

b. Recimo, da uporabljate martingalsko strategijo, ampak se kot
strasten kockar ne morete ustaviti. Pokazite, da boste pri poljubni
konc¢ni zacetni vsoti z verjetnostjo 1 izgubili ves denar.

® Naj bodo X7, Xs, ... slu¢ajne spremenljivke na verjetnostnem pros-
toru (2, F,P). Naj bo A € o(Xy,Xs,...). V tem primeru lahko
zapiSemo

1a=Po(Xy, Xo,...),

kjer je ¢: R>® — [0, 1] merljiva glede na ustrezno definirano o-algebro
na R* (kaksno?). Dogodek A je simetricen, ¢e za vsako permutacijo
T €S, velja

1A = q)(Xl,XQ, .. ) = q)(XT(1)7 ‘e 7XT(n)7Xn+17 . ) .

a. Najdite dva primera simetri¢cnih dogodkov, ki niso v “repni” o-
algebri zaporedja slucajnih spremenljivk.

b. Naj bodo Xi, Xs,... neodvisne in enako porazdeljene slucajne
spremenljivke. Hewitt-Savageov izrek pravi, da je v tem primeru
ali P(A) =0 ali P(A) = 1. Poskusite dokazati s pomoc¢jo martin-
galov.

® Naj bo (X,,) martingal z lastnostjo sup,, E|X,| < co. Dokazite, da
obstajata pozitivna martingala (Y,,) in (Z,,), taka da je sup,, E|Y,,| < co
in sup,, £|Z,| < 0o, ter X,, =Y, — Z,.

Naj bo M nenegativen martingal z My = 0 in E(X?) < oo za vse n > 0.
Pokazite, da za x > 0 velja

E(X2)
< — "
P (orél;?gngk ~ I) = B(X2) + 22

Ta naloga je povzeta po clanku S-Y. R. Li, A martingale approach
to the study of occurence of sequence patterns in repeated experi-
ments, Annals of Probability, (1980), str. 1171-1176 in po G. Blom,
L. Holst, D. Sandell, Problems and Snapshots from the World of Prob-
ability, Springer Verlag, 1994, str. 207.

Opica tipka na pisalni stroj z m znaki. Matemati¢no privzamemo,
da so natipkane ¢rke zaporedje med sabo neodvisnih, enako porazdel-
jenih slucajnih spremenljivk X, X5, ... z vrednostmi v mnozici “crk”
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{1,...,m} in dano skupno porazdelitvijo P(X; = k) = p, za 1 <
k < m. Dano je n razlicnih konc¢nih nizov c¢rk. Ce bi §lo za resnicni
pisalni stroj, bi bila recimo dana niza “ABRAKADABRA”, “TO BE,
OR NOT TO BE” in morda $e kaj. Opica bo prej ali slej napisala
enega od danih n nizov. Vprasanje je, s koliksno verjetnostjo bo kateri
od danih nizov prisel v zaporedju Xy, X, ... na vrsto prvi in kako dolgo
bomo morali ¢akati v povprecju, da se bo pojavil eden od danih nizov.

Naj bodo dani nizi Sy, S, ...,S5, z dolzinami ki, ks, ..., k,. Najprej
definiramo prekrivanje nizov S; in S; z

Cer - elig)
e(5:,5;) = :

- pc1 e pcr

kjer je k = min(k;, k;) in €,(4, j) = 1, e se niz S; konca z znaki cicy . . . ¢,
in S; zatne s temi znaki, sicer je €,(i,j) = 0.

a. Naj bo [ dano nenegativno celo stevilo. Za dana 1 <i,j7 < n naj
bo S! slu¢ajni niz, ki ga dobimo tako, da niz S; nadaljujemo z
X1, Xo, ..., X; (S? =5;). Definirajmo sluc¢ajni spremenljivki

e(l) =e(S,8;) in Yi=e(l)—1.
Definirajmo Se

N, = 1nf{n Z 0: Xn—kj+1Xn—kj+2 . Xn = S]}

J

N;; = il’lf{'f’ZOiSiX1X2...XT:SjahXT,kj+1...XT:Sj}.

v

Dokazite, da je
Ml = }/l/\Nij

martingal glede na F; = o(Xy,...,X)).
b. Uporabite izrek o opcijskem ustavljanju za dokaz, da je
c. Dokazite, da je
E(Yo) = e(S:,5))
E(Yn,) = e(S;,5;) — E(Ny)

3
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d. Izpeljite, da je

E(N;) = e(S;,5))
E(Ny) = e(S5;,5;) —e(Si,5)) -

e. Najbo N = min(Ny,...,N,) in 7; = P(N = N;). Prepricajte se,
da je
f. Dokazite, da velja

n

Z€<Sj75’i>ﬂ—j = E(N) in
j=1

ZW]' = 1.

j=1

g. Na obicajnem pisalnem stroju je recimo 40 znakov vklju¢éno s
presledki in vejicami. Predpostavite, da opica izbira tipke z enako
verjetnostjo. Koliksna je verjetnost, da bo prej natipkala “ABRA-
KADABRA” kot “TO BE, OR NOT TO BE”?

38. Naj bo (X, F,) martingal na (£2,G, P). Spodnje trditve ali dokazite
ali ovrzite s protiprimerom.

a. Ce X, konvergira s.g. proti neki slucajni spremenljivki X, je
sup,, B(X;[) < oc.

b. Ce je Xo = 1in je (|X,|, F,) martingal, je X,, > 0 s.g. za vsak
n > 0.

c. Naj bo a,, zaporedje realnih Stevil. Obstaja martingal X, da je
PlweQ: X, (w)=a,zan>Nw)}) =1,
pri cemer je N s.g. koncna slucajna spremenljivka.
d. Ce je
P(X, < 0 neskonéno mnogokrat) =0,

potem X, s.g. konvergira proti konc¢ni limiti.
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39. Naj bodo X;, X5, ... neodvisne in enako porazdeljene. Naj bo 5, =
X1+ Xo+- -+ X,. Predpostavite, dazat € R velja ¢(t) = log(Mx, (1)) <
00.

a. Prepricajte se, da je M,, = exp(tS,, — n¢(t)) martingal.
b. Cejet>0in ¢(t) >0, je za vsak opcijski cas
P(Sp >z, T <n) < e tateltin

Dokazite.

c. Predpostavite, da so X porazdeljene standardno normalno. Naj
bo z, = af(a" ') za a > 1, kjer je

f(a) = (2aloglog )2
Dokazite, da je
P(sup Sk > x,) < ((n—1)loga)™* .

k<am™

d. Dokazite, da je

: Sk
limsup ———=== <1 s.g..
k—oo V2kloglogk
40. (Casovno nehomogeni procesi razvejanja) Kot pri casovno homogenem

procesu razvejanja zacnemo z enim posameznikom, torej Xy = 1. Na
koraku n — 1 posameznik umre z verjetnostjo 1 — p,, ali se razdeli v dva
posameznika z verjetnostjo p,. Z X, oznac¢imo stevilo pozameznikov v
n-ti generaciji.

Bolj formalno predpostavljamo, da imamo druzino (Y,z: n > 1,k > 1)
neodvisnih slucajnih spremenljivk, takih da je P(Y,x = 2) = p, in
PlYy, =0)=1—p,zak >1inn > 1. Slucéajne spremenljivke X,
definiramo rekurzivno z

Xo =1
Xn—l

X, = ZY”’“ zan > 1.
k=1

Ce je X,,—1 = 0 je seveda X,, = 0.
Predpostavljajte p, | 1/2.
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a. Dokazite, da je

E(X,) =[]

n

(1 —px)

zan=1,2,....

. Prepricajte se, da je M,, = X,,/F(X,) martingal glede na filtracijo
Fn = o(Xo, ..., X,). Pokazite, da je ta martingal omejen v L?,
¢e in samo ce je

1
ZE(Xk) <00,

k

oo
=0

. Dokazite, da proces izumre z verjetnostjo 1, t.j. X,, = 0 slej ko

prej v n s.g., ¢e je

> @pr—1) <o

k=1
in prezivi s pozitivno verjetnostjo, t.j. X,, > 0 za vse n s pozitivno
verjetnostjo, ce je

k

D exp(—a ) (2pi— 1)) < oo

i=1
za nek o < 1.

. Najbop, = (1/24+n"7)A1l. Za katere « proces prezivi s pozitivno
verjetnostjo?

KONVERGENCA SLUCAJNIH SPREMENLJIVK

41. D Naj bo Xy, Xs, ... zaporedje slucajnih spremenljivk z vrednostmi v

a. Predpostavite X, £ x. Dokazite, da obstaja podzaporedje X, ,
ki konvergira skoraj gotovo proti X.
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b. Predpostavite, da ima vsako podzaporedje X, nadalnje podza-
poredje, ki konvergira v verjetnosti proti neki spremenljivki X.
Ali lahko trdite, da zaporedje X1, Xy, ... konvergira v verjetnosti
proti X7

c. Naj bo f: R — R zvezna funkcija. Dokzite, da iz X, L X sledi
P
f(Xa) = f(X).

d. Naj X, & X in naj bo | X <Y za vsak n za neko slu¢ajno
spremenljivko Y z E(Y) < oco. Dokazite, da E(X,) — E(X),
ko n — oo. (lzrek o dominirani konvergenci velja, ¢ée sluéajne
spremenljivke konvergirajo samo v verjetnosti.)

42. @ Naj bodo X7, ... spremenljivke z vrednostmi v poljskem metricnem
prostoru (M, d).

a. Dokazite ekvivalenco naslednjih dveh definicij konvergence v ver-
jetnosti:

(i) X, 5 X, ¢e za vsak e > 0 velja P(d(X,,X)>¢€) — 0,kon — .

(ii) Za vsako odprto mnozico U velja P(X € U, X,, ¢ U) — 0, ko
n — oo.

b. Uporabite a. za ponoven dokaz, da iz X, L X sledi f(X5) Rt

f(X) za poljubno zvezno funkcijo f: (M,d) — (M’',d").

43. O Racunalnisko generiranih sluc¢ajnih stevil ni. Seveda pa obstajajo
generatorji psevdo—slucajnih stevil. Zaporedja takih psevdo—slucajnih
Stevil naj bi imela ¢im vec¢ lastnosti res teoreticnih zaporedij neodvisnih
slucajnih spremenljivk. Donald Knuth v The art of Computer Program-
ming, Vol. 2postulira, da je generator psevdo—slucajnih stevil “dober”,
¢e za vsak k in za vsako omejeno Borelovo funkcijo f: [0,1)* — R velja

k

.1

lim _Zf<Uj7Uj+17"'7Uj+k*1) :/ . f(:cl,...,xn) d$1d$n
j=1 [0,1)

i (+)

Dokazite, da (%) velja za zaporedje neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk
Uy, Us, ..., ki so vse enakomerno porazdeljene na [0, 1).
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44. O Naj bodo Xj, Xs, ... nenegativne sluc¢ajne spremenljivke in naj bo

45.

46.

Sp = X1+ Xy + ... X,. Za realno stevilo x oznacimo z [z] celi del x.
Predpostavite, da obstaja konstanta c, taka da za vsak a > 1 velja

S[an]
— — ¢ sg,kon— o0
[a7]
Dokazite, da
Sy
— — ¢ s.g., kon — oc.
n
® Naj bodo Xi, X5, ... neodvisne, enako porazdeljene simetri¢ne slu-

¢ajne spremenljivke s

1
P(|X;|>y)=— zay>1
Y

2
Najbo S, = X1+ Xo+...+ X,,. Poiscite ¢im manjsi o > 0, za katerega

bo veljalo
Sh,

(log n)*/n

= @ Naj bosta u in v verjetnostni meri na (R, B) in naj bosta funkciji
F in G definirani kot

—0 s.g.

F(z) = p((=o0,z])  in  G(z)=v((—o0,z]).
Lévyjeva metrika na mnozici Pr(R) je definirana kot
dr(p,v) =inf{e > 0: F(z —¢) —e < G(x) < F(z +¢€) + €}

Splosno definiramo na Pr(M), kjer je (M, d) poljski prostor, metriko
Prohorova p s predpisom

p(p,v) =inf{e > 0: u(F) < v(F°)+ezavse FF €C}.

kjer je F* ={z € M: d(z, F) < €} in je C druzina vseh zaprtih mnozic
na (M,d).

a. Dokazite, da metrika d;, porodi sibko topologijo na Pr(R), kot smo
jo definirali na predavanjih.
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b. Prepricajte se, da je p res metrika in dokazite, da ta metrika porodi

sibko topologijo na Pr(M).

47. @ Naj bosta {X,,} in {Y,,} zaporedji slucajnih spremenljivk z vrednos-
tmi v R definirani na istem verjetnostnem prostoru, prav tako pa tudi
spremenljivki X in Y.

a. Dokazite najprej, da se lahko pri definiciji Sibke konvergence za

slucajne spremenljivke z vrednostmi v poljskem metri¢nem pros-
toru omejimo na enakomerno zvezne funkecije. Ce torej konvergi-
rajo matemati¢na upanja F(g(X,)) — E(g(X)), ko n — oo za
vsako omejeno enakomerno zvezno funkcijo g, potem velja isto za
vsako omejeno zvezno funkcijo.

. Predpostavite X, 4 X in Y, KN ¢, kjer je ¢ konstanta. Naj bo
f zvezna funkcija f: R*> — R. Dokazite, da potem f(X,,Y},) KN
f(X, o).

Namig: Kaj se dogaja z (X,,Y,)?
. Najdite primer, ko X, 4 X in Y, A Y, kon — o0, X, +Y, pa
ne konvergira proti X 4+ Y v porazdelitvi.

. Naj bosta za vsak n slucajni spremenljivki X, in Y}, neodvisni in
naj X, K X,Y, 4 Y, ko n — oo. Ce sta tudi X in Y neodvisni,
dokazite da potem (X,,Y,) A (X,Y), ko n — 0.

Namig: Skorohod.

48. @ Naj bo dano zaporedje X,, sluc¢ajnih spremenljivk z vrednostmi v

poljskem metriénem prostoru (M, d) in naj X, K X, kon — oo. Naj
bo f: (M,d) — (M',d’) merjiva funkcija glede na Borelove o-algebre.

a. Dokazite, da je mnozica Dy = {x € M: f ni zvezna v z} merljiva.

b. Predpostavite, da je P(X € D;) = 0. Dokazite, da potem velja

F(X0) % F(X).

c. Naj bo (M, d) prostor C[0,1] s supremum normo in naj bo

f:Cl0,1] = R
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definirana z X
f(w) :/ Lio,00) (w(s)) ds .
0

Dokazite, da je Dy mnozica vseh funkcij w € C[0, 1], za katere je
A({z: w(z) = 0}) > 0, kjer je A Lebesgueova mera na [0, 1].

d. Za Wienerjevo mero je W({w : w(t) < z}) = ®(z/V1), kjer
je @ porazdelitvena funkcija standardne normalne porazdelitve.

Uporabite to dejstvo in Fubinijev izrek za dokaz, da za zgoraj
definirani f velja W (Dy) = 0.

e. Wienerjevo mero smo definirali kot limito porazdelitev sluc¢ajnih
spremenljivk W,,. Elementarni izrac¢un (glej Grimmett in Stirza-
ker) pove, da je f(Ws,) porazdeljena po zakonu

P(f(Wan) = 2k/2n) = (2:) <QZ B ik) (%)% |

za k = 0,1,2,...,n. Dokazite, da je limitna porazdelitev spre-
menljivk f(W,,), ko n — oo, porazdelitev z gostoto

1

9lz) = T/ x(l — )

49. D Za poljuben ¢ € (0,1) in N > 1 naj bo

za0<z<l1.

Mq,N = maX{Xl,Xg, R ,XN},

kjer so {X;} med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke porazdeljene
po geometrijskem zakonu s parametrom ¢, torej P(X; = k) = (1 —
Q)" za k > 1.

a. Kaksna je porazdelitev slucajne spremenljivke M, y.

b. Poiscite zaporedji a, n in by n, da bo veljalo

Myn —agn d
9, q, _>Y7

bq7N

koqg 1 1in N — oo, pri cemer porazdelitev Y ne bo skoncentrirana
v eni tocki.
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50. D Naj bodo Xi, Xs,... med seboj neodvisne in enako porazdeljene
slucajne spremenljivke z gostoto

{O za |z| < 1

|z|™3 za|z| > 1

fz) =

a. Za vsak n naj bo

Y, = ZlX in  Z,= 2&1[_@@(&-).

Dokazite, da

b. Dokazite, da je

ko n — oo.
Namig: Lindeberg.
c. Sklepajte, da

n

1 d
—_— X; = N(0,1),
\/nlogniz1 (0.1)

ko n — oo.

51. D Predpostavite X, 4 X in an X, + by, A Y, ko n — oo in sta {a,} in
{b,} dani zaporedji. Privzemite, da porazdelitvi spremenljivk X in Y
nista skoncentrirani v eni tocki.

a. (10) Pokazite, da na vsakem omejenem intervalu ¢x, (t) — ¢x(t)
enakomerno, ko n — oo.

Namig: | — e™| < |t| - |z — y| in lahko privzamemo, da | X, —
X]| 50, kon — co. Zakaj?

b. (10) Dokazite, da

liminfa, =a > 0.
n—o0

c. (10) Sklepajte, da zaporedje {a,} konvergira.

Namig: {a,} ne more imeti ve¢ stekalisc.
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d. (10) Pokazite Se, da b, — b, ko n — oc.

Namig: e — ¢y (t)/¢dx(at). Nato integrirajte.

52. D Najbodo X1, X, ... med sabo neodvisne in enako porazdeljene slucajne
spremenljivke z X; ~ Po(1). Oznacite S, = X; + Xo + -+ + X,..

a. (10) Naj bo z_ = max{—=x,0}. Dokazite, da velja

S, —n d . S, —n 1
— Z_ in E — K/ )= ——,
S} SRR
ko n — oo, kjer je Z ~ N(0,1).
b. (10) Pokazite, da je

I S, —n :e_ni n—=k n_’f:nn+1/2@*n
N — vn o) k! n!

in sklepajte, da je

n! ~ V2rn"t1/2en

53. O Naj bodo X7, X5, ... neodvisne, enako porazdeljene slucajne spre-
menljivke z var(X}) = 0% < .

a. Definirajte
1 < _
2 2
= E Xy —X
Un n — 1 k:1( k ) )

kjer je X = (X, +--- + X,,)/n. Dokazite, da
o2 — o? s.g., ko n — oo.
b. Predpostavite se F(X}) < co. Dokazite, da
Vn(o? —o?) % 7.

Kaksna je porazdelitev Z7

Namig: Brez Skode za splosnost predpostavite, da je E(X;) = 0.
Prepricajte se, da /nX? Zo.
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54. D Predpostavite X, 4 X in an X, + by, Y Y, ko n — oo in sta {a,} in
{b,} omejeni pozitivni zapored;i.

a. Pokazite, da na vsakem omejenem intervalu enakomerno ¢, (t) —
dx(t), kon — oo.

Namig: | — ™| < |t| - |z — y| in lahko privzamemo, da |X,, —
X| 50, ko n — co. Zakaj?

b. Privzemite, da Y ni konstanta. Dokazite, da

liminfa, =a > 0.
n—oo

c. Sklepajte, da zaporedje {a,} konvergira.
Namig: {a,} ne more imeti ve¢ stekalisc.

d. Pokazite Se, da b,, — b, ko n — oo.

55. @ Naj bodo X7, X5, ... med sabo neodvisne, simetricne slucajne spre-
menljivke, za katere je P(X; # 0) > 0. Oznac¢imo S,, = X; +---+ X,,.
Predpostavite, da za neko zaporedje ¢, > 0 velja

Sn i CnXl .

k

e

a. Pokazite, da velja ¢, = ¢.c, in ¢, = ¢

b. Pokazite, da za poljubna m,n in x > 0 velja

1
P(Ccman Xy > cpx) > §P(X1 > )
in sklepajte, da je ¢, nepadajoce zaporedje in je ¢, > 1 za k > 2.
Namig: Za dokaz monotonosti vzemite n = r* inm+n = (r+1).
c. Pokazite, da mora biti ¢, = n!/®.

Namig: Pokazite, da je za fiksna 3,7 > 1

[ log j logr [+1 logj
: < < . .
[+1 logc; loge, [ log ¢;
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d. Sklepajte, da zaporedje n~'/®S, konvergira v porazdelitvi in je
karakteristicna funkcija ¢ spremenljivke X; oblike

o(t) = e
za neko konstanto ¢ > 0.
56. @ w Naj bo {F,;: n > 1,5 > 1} druzina o-algeber. Nabor slu¢ajnih

spremenljivk {X,,;: n > 1,5 > 1} imenujemo shema martingalskih
razlik glede na druzino {F, ;: n > 1,7 > 1}, ¢e velja:

1. E(X};) = 0}, < 0o za vse pare n,j in je X, ; merljiva glede na
Fonj-
2. Fnj-1 C Fyj za vse pare n, j.
3. E(X, ;| Fnj-1) =0 za vse pare n, j.
Dokazite naslednjo verzijo CLI:
Naj bo {X,;: n > 1,7 > 1} shema martingalskih razlik glede na o-
algebre {F,,j: n>1,j > 1}. Naj velja

(i)

n 1<j<n ™

supE(max X2 ) < 00.

(i)

max | X, ] Lo,

1<j<n
ko n — oo.
(iii)
n
Yoxz 5,
j=1
ko n — oc.

Ce oznac¢imo S,, = Xp1+ -+ X, velja
S, % Z ~ N(0,1),

ko n — 0.

Namigi:
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a. Pokazite, da je tudi

T =Xn;-1 ngk<2

shema martingalskih razlik za isto druzino o-algeber. Pokazite,
da je

P(Z,; # X,;zanek 1 <j<n)—0,
ko n — oo.

b. Utemeljite, da je dovolj pokazati
S Zu; 5 Z~N(0,1).
j=1

c. Pokazite, da za x € R in |z| < 1 velja

(ix)”

log(1+ ix) =iz — 5

—r(z),

kjer je |r(x)| < |z|3.
d. Uporabite zvezo
2

= (1+ir) - exp(— 5 +7())

za dokaz enakosti

n

L =exp(it Y Zn;)=Toe "?+V,,

j=1
kjer je
T, =[] (1 +itZ.,)
j=1
in
V., =T, |exp (—— Z Z r(tZ, ;) ) — _t2/2]
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e. Definirajte

J
Jp =min{j < n: ZX"J‘? > 2},

k=1
¢e tak j obstaja in J,, = n sicer. Pokazite, da je

B(T?) < (1+£E(X2,)) .
Sklepajte, da je druzina {T,,} enakomerno integrabilna.
f. Sklepajte, da je tudi
V=1, — Te /2

enakomerno integrabilna in pokazite V, 5o.
g. Pokazite se, da je E(T,) = 1.

57. @ = Naj bodo X, Xy, ... slucajne spremenljivke z vrednostmi v mno-
zici {—1,1}. Oznacimo S, = X; + Xo + -+ X,,, So = 0 in M, =
max{Sp, S1,...,5,}. Oznac¢imo F,, = o(X1,...,X,). Predpostavljajte

B [ 1/2 ceje S, <M,
p<Xn+1_1“Fn)_{p éejeSn:Mn

Predpostavljajte p € (0,1/2). V bolj slikovitem jeziku to pomeni,
da je slucajni sprehod {S,} nekoliko “zadrzan” glede preckanja prej
dosezenega maksimuma.

a. Pokazite, da
i> (H_l)Bl+Bla

Sl

kjer je B
B; = max B,
0<t<1

in je (B;: t > 0) standardno Brownovo gibanje. Poiscite konstanto
L.

b. Definirajte slu¢ajno funkcijo B, € C[0,00) kot pri konstrukeiji
Brownovega gibanja s predpisom

Bu(k/n) = %
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zak=0,1,2,...inzat € [k/n,(k+1)/n)

B,.(t) = Bu(k/n) + v/n(t — S) :

Pokazite, da je druzina porazdelitev spremenljivk B,, tesna.

c. (Neobvezno) Kako bi dokazali, da je limita v porazdelitvi spre-
menljivk B,, natanko dolocena?

TRANSFORMACIJE SLUCAJNIH SPREMENLJIVK

58. D Slucajni spremenljivki 7 in T, naj bosta neodvisni z gostotama

fr(t) = { (a/V2mt?) exp(—a®/(2t)) zat >0

0 sicer.
n

0 sicer.

(b/V2mt3) exp(—b*/(2t)) zat >0
fTQ (t) =
za a,b > 0. Poscite gostoto vsote 11 + T5. Namig: Laplaceova trans-
formacija.

59. D Naj bo ¢ karakteristicna funkcija slucajne spremenljivke X.

a. Predpostavite, da je |¢(t)| =1zat > 0in |¢(s)] < 1 za s € (0,1).
Dokazite, da obstajata a in 9, da je

P(X=a+kdzanck ke€Z)=1,

torej porazdelitev X je koncentrirana na mnozici {a + kd, k € Z}.
Kaksen je najvecji mozen 07

b. Predpostavite, da je Lebesgueova mera mnozice {t : |¢(t)| = 1}
pozitivna. Dokazite, da je v tem primeru X skoraj gotovo kon-
stantna.

60. = @ Naj bodo X, X5,... med sabo neodvisne in enako porazdeljene

slucajne spremenljivke z vrednostmi v R, take da je P(X; # 0) > 0.
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Predpostavljajte najprej, da je E(X;) = 0 in 0 < var(X;) < oo.
Dokazite, da za vsako omejeno merjivo mnozico A C R velja

n—o0

lim P(X; +Xo+---+X,€A)=0.

Predpostavljajte samo, da je ¢y, (t) € L1 (R). Dokazite, da zgornja
trditev velja tudi v tem primeru.

c. Ne predpostavljajte nicesar. Dokazite, da trditev Se vedno velja.

61. D Slucajni spremenjivki X in Y naj bosta neodvisni z gostotama

1 . s
) = ——— in )= ———.
Fx(2) QCOSh% fr (@) 4cosh2%
a. Pokazite, da je

1 : t
Ox(t) = cosht m N

Namigi: Nagprej odvajagte funkcijo

Nato upostevajte

/ooo(lj—p—u;?ﬂd“—B(p,q)M

)01 —2) = T

sin 7wz

za z € C\Z.
Potem odvajajte Se

G(x):2/ M g
o

1+ u)?
in uporabite spet identitete za funkciji I' in B.

b. Poiscite gostoto slucajne spremenljivke X 4 Y.

62. D Naj bo A pozitivna Radonova mera na R.
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a. Predpostavite, da ima A kon¢no maso. Dokazite, da je v tem
primeru funkcija

o(t) = expl [ (e~ 1Adr) ()

karakteristicna funkcija neke porazdelitve.

Namig: Najprej predpostavite, da je A skoncentrirana na konéno
mnogo tockah.

b. Kaj bi morali zahtevati od mere A z neskoné¢no maso, da bo
funkcija definirana z (%) Se vedno karakteristicna funkcija.

63. D Predpostavite, da so sluc¢ajne spremenljivke X, X; in X, med sabo
neodvisne, enako porazdeljene, F(X?) < oo in velja

4a

X1 =X, . (X1 +X2)/\/§

Dokazite, da je biti X normalno porazdeljene slucajna spremenljivka.
Namig: CLI.

64. O Naj bodo Z;, Zs, - - - med sabo neodvisni, enako porazdeljeni slu¢ajni
vektorji z vrednostmi v R?, tako da je

P(Z, = (1,0)) = 1/4
P(Z, = (0,1)) = 1/4
P(Z, = (~1,0)) = 1/4
P(Z, = (0,~1)) = 1/4.

Definirajte D, = |>., Z;)|. Dokazite, da D2 /n konvergira v po-
razdelitvi in poiscite gostoto limitne porazdelitve.

65. @ Gostota slucajne spremenljivke X naj bo dana z

fx(x)zl/oo ety
0

T w4+ 22

a. Izracunajte karakteristicno funkcijo spremenljivke X.

Namag: Fubini.
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b. Naj bosta U in V neodvisni, enako porazdeljeni slucajni spre-
menljivki s karakteristi¢no funkcijo

Pu(t) :exp(l /Ooo (e —1)ds /OOO idu).

T u? + s2
Pokazite, da je X LyU-v.
66. = @ Mero L na (R, B) imenujemo Lévyjeva, ¢e zadoséa pogojem

(i) L(—€,€)¢ < 00 za vse € > 0.
(i) L({0}) = 0.
(iit) [, 2?L(dz) < oo

a. Naj bo
) 1
e a(t) = / (6 — 1~ itr(2)) L(dr) — 5o°f* —ict,
R

kjer je
x  zalr| <1
Tx)=q¢ 1 =zax>1
-1 zax < -1

Dokazite, da je exp(p ,2.(t)) karakteristicna funkcija neke nes-
koncno deljive porazdelitve.

Namig: Brez skode za splosnost je lahko ¢ = 0 in 0> = 0. Nato
uporabite eno od domacih nalog in neenacbo |e¥ — 1 —ity| < y?/2
za ly| < 1.

b. Dokazite, da 1y, ,2 . enolicno doloca L, o in c.

Namig: Definirajte mero

M,z (dx) = (7(x))*L(dx) za x £ 0 in
M,2({0}) = o.
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Dokazite, da je
/Reitxgh(x)Ma2,L(dx) =(t) — %(w(t +h) —(t —h))

za h >0, kjer je

2
% zax =20

{ Lgossh a3 £ 0
Opomba: Dokazati se da, da ima vsaka neskoncéno deljiva po-

razdelitev karakteristicno funkcijo zgornje oblike. Glej Durrett,
str. 163.

67. » Zat > 0, x,y > 0 oznacite

it 9) = o (2)" expl—( + )/ 2008, (/1)

kjer je N o
L =Y 2
— E(v+k+1)

modificirana Besslova funkcija z indeksom v. Za fiksna ¢ in x je ¢}
gostota neke porazdelitve na R, .

a. Naj bosta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki z gostotama
¢'(z,-) in ¢”(y, ). Pokazite, da je gostota X +Y enaka ¢/ *'(z+
y)

Namag: Laplace.
b. Naj imata zdaj U in V' gostoto

fU,V(U, U) = qi’(:t, U)QSV(u? U)
za u,v > 0. Pokazite, da ima V' gostoto ¢/, ,(z,-).

Namaug: Laplace in Fubina.

CHEN-STEINOVA METODA
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68. @ Na prostoru verjetnostnih mer (porazdelitev) na R, ki ga ozna¢imo
s Pr(R), je mozno definirati ve¢ metrik. Metrika totalne variacije je
definirana po predpisu:

drv (p, v) == sup{|u(B) — v(B)| : B C R Borelova}

Pri metriki Kolmogorova pa gledamo razliko le na zaprtih levih poltra-

kih:

dic(p, v) := sup{|u((—o0, w]) = v((—o0,w])| : w € R}

Dokazite naslednje trditve.

a. Metrika totalne variacije je strogo mocnejsa od metrike Kolmogo-

b.

rova.

Metrika Kolmogorova na prostoru Pr(R) porodi topologijo, ki je
strogo moc¢nejsa od Sibke.

Zaporedje porazdelitev, ki sibko konvergira proti porazdelitvi, ki je
absolutno zvezna glede na Lebesguovo mero, proti tej porazdelitvi
konvergira tudi v metriki Kolmogorova.

Naj bo r € N. Na prostoru porazdelitev:

B.(R)i= { € Pa(R) s [ laf o) <

definiramo metriko po predpisu:

(11, v) = sup {\ [ rati-v)

kjer je:

. f € CODR), My(f) < 1}

f(?"—].) x) — f(r_]-) y
V() o sup @) = £ )
a7y [z =y
Dokazite, da ta metrika porodi topologijo, ki je strogo mocnejsa
od tiste, ki jo na prostoru B,.(R) inducira sibka topologija.

69. = @ Dana naj bo matrika a(i,j), i € N,, j € N,,, m > n, kjer
smo oznacili Ny := {1,2,...k}. Dana naj bo Se slucajna preslikava
m: N, — N,,, ki naj bo enakomerno porazdeljena po mnozici vseh
ingektivnih preslikav N,, — N,,,. Definirajmo:

W= Za(i,ﬂ(i))
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a. Izracunajte EW in var(W).

b. Za vsak ¢ € N,, konstruirajte slucajno spremenljivko W;, ki naj
bo neodvisna od 7(7) in naj se le malo razlikuje od W (tako da
bo prisla prav v naslednji tocki). Pri tem lahko privzamete obstoj
poljubnih dodatnih sluc¢ajnih spremenljivk.

c. Naj bodo a(i, j) same nicle in enice. Za ¢im manjse konstante A,
B in C izpeljite oceno:

[Ef(W) ~ Po){f}] <

1—e = - \2
< IS (Azpfwzq;wm_l)
i=1 =1

kjer je:
1§:(..) : 12":(..)
;= — a(? in ;= — a(?
pi mj:1 ) J 4q; m = yJ)
A A
A= EW  Po{f} =S f(h)
k=0
in

o= sup k)~ _int f(k).

=U,1,2,...

MARKOVSKE VERIGE

70. D Naj bo (X, P) nerazcepna Markovska veriga s povrnljivimi stanji in
invariantno mero v. Oznacite w;; = Pi(T; < T;"). Dokazite, da je

Wiy V(j)
(i

(@)

wji

71. @ Naj bo X markovska veriga z invariantno porazdelitvijo 7. Oznagcite

A ={Xm € Bzak<m<n}.
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72.

73.

74.

a. Prepricajte se, da je P;(Ay,) odvisna samo od razlike n — k.
b. Definirajte Tp = inf{n > 1: X,, € B}. Dokazite, da je

Pﬂ(X()EB,Tan>:Pﬂ-(TB:n).

c. Predpostavljajte, da je markovska veriga nerazcepna in oznacite
m;; = Ei(Ty) in my; = E;(T;"). Uporabite b. za dokaz, da je
d. Izracunajte E.(Tg5|Xo € B).
e. Dokazite Se, da je m;; < oo za vsaka i,j € S in
E{(T;")’] = mu(2)

j 73

mﬂ

—1).

O Naj bo X slucajni sprehod na d-dimenzionalni hiper-kocki. Mnozica
stanj je torej produkta {0,1}?. Na vsakem koraku so mozni prehodi v
stanja, ki se razlikujejo samo za eno komponento od trenutnega stanja.
Prehodne verjetnosti so enake za vse mozne prehode. Naj bo i =
(0,0,...,0)in j = (1,0,0,...,0). Izracunajte E;(1}).

D Naj bo X nerazcepna markovska veriga z invariantno porazdelitvijo
7. Definirajte zaporedje Xy, Xo, ..., tako da “obrnete” vsak i-blok. Ce
je recimo ¢ = 1 in so vrednosti X,, enake

12342133411151,
potem so vrednosti X,
12432143311151.

Dokazite, da je pod P; zapordje (Xn) markovska veriga z verjetnostmi

prehoda
TkPkj

Djk = .
J

D Naj bo X markovska veriga na {0,1,2,...} z verjetnostmi prehoda
po1 = 1

i+ 1\“ .
Dii+1 = ; Diji—1, DPii41 +Dii—1 =1 za1>1

Pij = O, ‘Z—j’>1
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75.

76.

za nek a > 0.

a. Izracunajte P;(X,, = 0 za nek n > 0) za poljuben i > 0.
b. So stanja povrnjiva ali minljiva?

c. Izracunajte
P(X,, — oo, kon — 00).

D Poenostavljen model za telefonsko omrezje je naslednji: predpostavl-
jamo, da imamo neskoné¢no enot, od katerih je v trenutku n zavzetih k
enot. V naslednjem trenutku se vsaka zavzeta enota sprosti z verjetnos-
tjo 1 —p € (0,1) neodvisno od ostalih enot. Hkrati prispe $e neodvisno
slucajno stevilo Y,, novih klicev. Ce ozna¢imo z X, Stevilo zavzetih
enot, v trenutku n, predpostavljamo, da je X,, markovska veriga s pre-
hodnimi verjetnostmi

P(Xpp1=UX,=k)=P& +  +&+ Y, =1)

za k,l > 0, kjer so &i,...,& Bernoulli(p). Predpostavite, da je 0 <
E(Y,) < oo za vse n in je za vsak n spremenljivka Y, enako porazdel-
jena in neodvisna od (Xg, X1,...,X,,).

a. Izracunajte Fy(X,) in pokazite, da lim, ., Fr(X,) obstaja in je
koncna. Sklepajte, da je X,, povrnljiva. Za to zadnje lahko upora-
bite Fatoujevo lemo.

b. Predpostavljajte, da so Y,, Poissonove s parametrom \. Pokazite,
da je v primeru, ko je X,, ~ Po(p) tudi X, 11 ~ Po(v). Poiscite
invariantno porazdelitev za verigo X v tem primeru.

D Naj bo S konéna mnozica s card(S) = n. Naj bo f: S — [0, 00) neka
dana funkcija na S. Definirajte prehodne verjetnosti markovske verige
X naS's N
{ mmin{l,aﬂj)_m)} zail#j
L= s Din za i =]
kjer je a > 0.

a. Dokazite, da je veriga nerazcepna in pois¢ite njeno invariantno
porazdelitev.
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e

78.

79.

b. Izracunajte
lim p;;(n).

n—oo

D Naj bo X markovska veriga brez absorbirajoc¢ih stanj. Definirajte
slucajne spremenljivke T = 0 in

Tn+1 = mf{k: > T, X % XTn} .
Naj bo Y, = Xy, zan > 0.
a. Pokazite, da je Y markovska veriga in izracunajte njene prehodne

verjetnosti {g;;}.

b. Predpostavite, da ima veriga X invariantno porazdelitev 7. Ali
ima tudi veriga Y invariantno mero?

D Naj bo ( nenegativna celostevilska slu¢ajna spremenljivka. Markov-
ska veriga X na S ={0,1,2,...} naj ima prehodne verjetnosti

pij = P((i+1=0)+ =),
kjer je x4y = max(0, ).

a. Predpostavite, da je P(( =0) > 0 in P({ < 1) < 1. Pokazite, da
je X nerazcepna.

b. Predpostavite E(¢) > 1. Pokazite, da obstaja tak s € (0,1), da je
s = G(s), kjer je G rodovna funkcija spremenljivke (. Pokazite,
da je za ta s v; = s’ invariantna mera za verigo X. Sklepajte, da
so vsa stanja pozitivno povrnljiva.

@ Predpostavljajte, da so {p;;: i,j € S} prehodne verjetnosti ner-
azcepne markovske verige X. Predpostavljajte, da obstaja enoli¢no
dolocena mera v z lastnostmi

v; >0, ZUZ':1 in Zyjpji:m zavsei,j €S

i€S jes

Definirajte

A ViDji

ij —
J v;
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a. Pokazite, da so tudi {p;;: i,j € S} prehodne verjetnosti neraz-
cepne markovske verige X.

b. Oznacite z P verjetnosti, ki se nanasajo na verigo X in s P verjet-
nosti, ki se nanasajo na verigo X. Naj bo TjJr =inf{n >0: X, =
j} in podobno Tﬁ = inf{n > 0: X, = i}. Dokazite, da je za i # j

BT =n) = ZP(X, = 4. T} > n).

7
Vj

80. D Naj bo {X,} markovska veriga z mnozico stanj S = {0,1,2,...} in
verjetnostmi prehoda

Dii+1 = G4 in pio=1—a;
za neke konstante 0 < a; < 1, ¢ > 0. Definirajmo

bp=1 in b; = apay - q;
za 1 > 1.

a. Dokazite, da so vsa stanja povrnljiva, ¢e in samo ¢e b; — 0, ko
1 — 00.
b. Dokazite, da so vsa stanja pozitivno povrnljiva, ¢e in samo ce je

81. @ = Naj bo (X, P) nerazcepna Markovska veriga s Stevno neskonéno
mnozico stanj S. Naj bo B C S neskon¢éna podmnozica stanj in defini-
rajte Tp = inf{n: X,, € B} (inf{0} = o0).

a. Najbo f(i) = P;(Tp < o0). Pokazite, da je f(X,,) supermartingal.
b. Dokazite, da je ali f(z) =1 za vse z € S ali inf,cg f(i) = 0.
c. Dokazite, da je

{X,, obis¢e B neskon¢éno mnogokrat} = {f(X,)— 1} s.g.
{X,, obis¢e B kon¢no mnogokrat} = {f(X,) — 0} s.g.

Navedite primer, ko imata oba zgornja dogodka pozitivno verjet-
nost.
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82. D Naj bo X markovska veriga na mnozici stanj S s prehodno matriko
P. Funkcija f: S — [0,00) je ekscesivna, Ce za vsak i € S velja

f(i)ZZpij'f(j)-
jes
Oznacite s Pf funkcijo definirano s
(Pf)(i) = Ei(f(X1)) -
a. Dokazite, da je E;((Pf)(X,)) = Ei(f(Xni1))-
b. Naj bo f ekscesivna funkcija. Pokazite, da je

Ei(f(Xn) > Ei(f(Xnga) -

c. Naj bo f ekscesivna in naj bo o € (0,1). Pokazite, da velja

E()_a"(f —aPf) (X)) = f(i) = " E(f(Xn11))-

Sklepajte, da je

o0

f@)=E()_ o™ (f —aPf)(X,))

n=0

d. Pokazite, da je za vsako ekscesivno funkcijo f in vsak opcijski ¢as
TzPT<ox)=1

fli) = Ei(f(Xr)).

83. @ = Naj bodo wy,ws, ... pozitivna realna stevila. Markovska veriga
na Z, naj ima prehodne verjetnosti
%

Dijitl = —————— in Dii—1 = 1 — Dijit1,
Wi—1 + w;

ter po1 = 1. Pokazite, da velja

- —1
Po(limiann:oo):{ >0, Cedwp <o

n—s00 0, ¢ced ,w, =

—_
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84.

Namig: Definirajte

[y

— 1
9(”)—i 1;@,

zan > 2, g(0) = g(1) =0 in definirajte

Ty = inf{n > 0: X,, =0}.

Pokazite, da je g(X,a7,) martingal.

BROWNOVO GIBANJE

D Naj bo (B;: t > 0) standardno Brownovo gibanje in 7" opcijski ¢as
glede na filtracijo, ki jo generira Brownovo gibanje. Prepostavite, da je
P(T < o) = 1. Naj bodo fi, fo,..., fn omejene nenegativne zvezne
funkcije in 0 < t; < tg--- < tp,.

a. Predpostavite, da ima 7" vrednosti v mnozici {k/n: k > 0}. Pokazite,

da za G' € Fr velja

E ((ﬁ fi (Brat, — BT)) ' 1G> =FE (ﬁ fz'(Btz-)) P(G).

b. Pokazite, da za vsak opcijski cas s P(T' < oo) = 1 obstaja za-
poredje opcijskih casov 1), | T, ko n — oo, pri ¢emer ima 7T,
vrednosti v mnozici {k/n: k > 0}.

c. Pokazite, da za vsak opcijski ¢as s P(T' < oo) = 1in G € Fr velja

B ((H Ji (Brat, — BT)) '1G> =E (H fz‘(Bt,-)> P(G).

i=1

d. Utemeljite, da je enakost v c. dovolj za dokaz krepke markovske
lastnosti za Brownovo gibanje.

e. Ali trditev v c. Se drzi, ¢e je G € NesoFric!
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85. @ Z (By)i>0 oznacimo enorazsezno Brownovo gibanje z Bo = 0. Izber-
imo poljuben 7" > 0 in naj bo (7,)nen, 7o = {0 =17 < -+ < o) = T}
zaporedje delitev intervala [0, T]. Privzemimo, da je zaporedje (Tn)nen

narascajoce, to je 7, C 7,41 za vse n € N, in da norma 7, konvergira
proti 0, to je

7| := sup [t =t | =0 ko gren — oc.

i=1,....,k(n)
a. Pokazite naslednje konvergence

k(n) L
Z(Bty — By )* = T,n — oo,
i=1
k(n)
2 1 1
Z Bt?—l(Bt? - Bt?_l) — 53% — §T, n — 00,
i=1
k) 4
> 5(Bu+ By ) (B — By,

i=1

1

2BT,n—>oo

b. Dokazite, da je

nh—>Holo Z|Bf? — By» | =00, P —skoraj gotovo.
=1

86. @ Naj bo (B;):>o enorazsezno Brownovo gibanje.
a. Definirajmo mnozico

co oo oo oo n—3 143

-UUUNU N (B - By <<}

M=1c=1m=1n=m =0 k=i+1

Dokazite, da je N merljiva mnozica z P(N) = 0.

b. Z uporabo prejsnje tocke sklepajte, da poti (B;):>o skoraj gotovo
niso nikjer odvedljive.



