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1. (25) Naj bo dvorazsezni slucajni vektor (Xo,Yy) ~ N(0,X) neodvisen od dvo-
razseznih sluc¢ajnih vektorjev €y, €9, ..., €,, ti pa naj bodo neodvisni med sabo in naj
velja €, ~ N(0, A). Definirajte rekurzivno

Xer1) (1 1) ([ Xk
i) = () (G2) e

za k=1,2,...,n— 1. Oznacite

zak =0,1,...,n. Kot znano privzemite, da za vecrazsezen normalni vektor (X, Y, Z)
velja
E(Y|X,Z) = E(Y|Z) + cov(X,Y|Z)var(X|Z) " (X — E(X|Z)) .

a. (5) Izracunajte E(Y,i1|Zo, ..., Zy,).
Resitev: Iz enacbe
11
Zn+1 = (1 1) Zn + €n11,
linearnosti in predpostavk o neodvisnosti takoj sledi

EYpi1|Zos. .. Zy) = Xp + Y, .

b. (5) Izracunajte
COV(Xn+1, Yn+1|ZO, ey Zn) .

Resitev: Iz predpostavk o neodvisnosti sledi

COV(Xn+1, Yn+1|207 ) Zn) = A2

c. (5) Izracunajte
var(XnH\Zo, ceey Zn) .

Resitev: Iz predpostavk o neodvisnosti sledi

VaI'(Xn+1|Zo, ce Zn) = )\%1 .

d. (10) Izracunajte
EYor| Xos1, Zos .. . Z) .

Resitev: Vektor (X,y1, Yny1, 2L, ..., ZT) je vecrazsezen normalen. Uporabimo
lahko formulo iz besedila naloge in dobimo
A12

E (Yn+1|Xn+1, Z(), ey Zn> = Xn —+ Yn + )\— (Xn+1 - Xn - Yn) .
11
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2. (25) Dana je populacija velikosti N, na njej pa statisticna spremenljivka. Oznac¢imo
z 1 in o2 povprecje in varianco te spremenljivke na celotni populaciji.

a. (5) Recimo, da iz dane populacije izberemo enostavni slu¢ajni vzorec velikosti
n. Najdite nepristransko cenilko za kvadrat populacijskega povprecja p? in
utemeljite nepristranskost.

Namig: ali lahko nepristransko ocenite koli¢ino
X

— 29

TTN Zkl Ok

Resitev: Kolicino v lahko ocenimo nepristransko z vzorénim povprecjem kvadra-
tov vzorcnih vrednosti. Velja tud:

Vemo, da je

N -1 .
~92 2
f=—) (X;—X)
N(n—1) Zzl
nepristranska cenilka za o2, kjer z X1, ..., X, oznacimo vzorcéne vrednosti. V

zgorngi enacbi torej znamo nepristransko oceniti dve od treh kolicin, zato znamo
nepristransko oceniti tudi tretjo, torej p?.

b. (10) Zdaj pa populacijo razdelimo na K skupinic velikosti M, tako da je N =
K M, ter vzorcimo tako, da izberemo enostavni slucajni vzorec velikosti k skupinic
in vkljuéimo v vzorec vse enote iz izbranih skupinic. Oznac¢imo z p, in o2
povprecje in varianco dane spremenljivke na r-ti skupinici, r = 1,2,..., K.
Za cenilko populacijskega povprec¢ja p vzemimo povprecje na tako dobljenem
vzorcu. Utemeljite, da je ta cenilka nepristranska, in navedite njeno standardno

napako.

.. L . . K < . L.
Resitev: Ker so vse skupinice enako velike, je p = % Y ey M- Ce si mislimo,
da vzorcéimo iz populacije skupnic, potem z enostavnim slucajnim vzorcenjem
ocenjujemo populacijsko povprecje. Cenilka je zato nepristranska, varianca pa je
enaka

=
=~

2
var(X) :%~—1,

=

kjer je

1 K
2 N2
T_K;(Mr )”

c. (10) Recimo, da zelimo z vzorcem, opisanem v prejsnji tocki, oceniti populacijsko
varianco o2. Predlagajte nepristransko cenilko in utemeljite nepristranskost.
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Namig: oglejte si tocko a.
Resitev:

Prvi nacin. Ce razmisljamo o skupinicah kot primarnih enotah, lahko na podlagi
prvega dela naloge sklepamo, da znamo nepristransko oceniti . Ce se potem
vrnemo k opisanemu vzoréenju, pa vemo, da lahko nepristransko ocenimo vsoto

N
1 Z 2
N
k=1
Ker je
N
>t
N
k=1
m znamo nepristransko oceniti obe kolicini na desni, znamo nepristransko oceniti

tudi o2.

Za eksplicitno izrazavo cenilke oznacimo z X;; vrednost spremenljivke na j-ti
enoti v i-ti skupinici, izbrani v vzorec, z A; poupredje na tej skupinici, z A pa
pouprecje teh pouprecij po izbranih skupinicah (to je torej iskana cenilka v tocki
b.). Tedaj velja

) 1 Y 1< K—1 <& _

Q_k_zz E; A Ry 2
E M o1 & )
ZE TRE-D s (Ai = A4)°.

Drugi nac¢in. Upostevamo, da populacijska varianca razpade na varianco znotraj
skupinic in varianco med skupinicami: velja 0 = o3 + o3, kjer je

M

k
1 . 1
= E E (,LLT — ,U,)2 m O'\Z;V = —KM E xrs T )
r=1

r=1 s=1

ZTrs PG je vrednost spremenljivke na s-ti enoti v r-ti skupinici. Vemo, da je

L K1
78 = (k—1)Z(A

=1

nepristranska cenilka za 0. Zdaj pa opazimo, da je o3 populacijsko povprecje

statisticne spremenljivke, ki je na s-ti enoti v r-ti skupinici enaka y,s := (.5 —
pr)?. Tocka b., uporabljena na tej spremenljivki, pove, da je

1 k M
i DO (X — A
i=1 j=1

nepristranska cenilka za 4. Ko sestejemo, dobimo isto cenilko kot pri prvem
nacinu.
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3. (25) Opazovane vrednosti naj bodo pari (x1,y1), ..., (Tn,yn), n > 2, za katere
predpostavljamo, da so vzorec iz dvorazsezne normalne porazdelitve

V) m)
0 021 022
a. (10) Poiscite cenilke za parametre po metodi najvecjega verjetja. Kot znano

privzemite, da za dano pozitivho definitno matriko A med vsemi pozitivno
definitnimi matrikami X izraz

1 1 oy

maksimizira matrika X = %A.

Resitev: Oznacimo X = (xg, yx). Funkcijo verjetja tako lahko zapisemo kot

1 ] —
L(Z|xq,...,X,) = - Iyt .
(b <2w>n/2<detz>n/2€xp< 2 2 Xk)

Ce zelimo upostevatt namaig, pisemo:
xp 5%, = Sl(x T 'xy,) = SI(Z ' xxy ) -
Iz namiga zdaj razberemo, da maksimum dobimo pri matriki

ni— no[D g1 ThYk  Dop—1 Yi

b. (15) Zelimo preizkusiti domnevo
Hy: 019=0 proti Hi:019#0.

Poiscite testno statistiko po metodi kvocienta verjetij in navedite njeno aproksi-
mativno porazdelitev pri velikem vzorcu.

Resitev: Najprej moramo oceniti parametre pri domnevi Hy. Ce je 019 = 0,
funkcija verjetja razpade na faktor, ki je odvisen samo od x-ov in faktor, ki je
odvisen samo od y-ov. Maksimum dobimo, ¢e maksimiziramo vsak faktor posebey,
kar pa je iskanje ocen po metodi najvecjega verjetja za normalno porazdelitev.
Maksimum pri stranskem pogoju torej dobimo za

n n

~ _ 1 2 . ~ _ 1 2

011 = E Xy m 092 — E Yk -
k=1 k=1

Iz prvega dela naloge sledi, da je maksimum brez stranskih pogojev enak

LS, %) = L
(27)"/2(dot )/

Y
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maksimum s stranskimi pogoji pa

1 -n
(271')”/2(6'116'22)”/2 €

Sleds

—n/2

n n TL/Q n 2

A — D i Tk Dok Vi 1= (Xt @)
- n n n 2 - n n

D he1 TR D1 Yk — (Zk:1 xkyk) D bt Tk 2o Vi

Statistika X = 2log A ima priblizno porazdelitev x*(1), t. j. hi kvadrat z eno
prostostno stopnjo.
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4. (25) Privzemite regresijski model
Y =XB+Zu

kjer je Z matrika velikosti r x n ranga r in velja n > r, za u pa velja E(u) = 0 in
var(u) = oL

a. (10) Pokazite, da je

1

8= (X"(zz")'X)"'X"(zz") 'Y
najboljsa nepristranska linearna cenilka za (3.

Resitev:
Prvi nacin: neposredno. Nepristranskost lahko takoj preverimo. Naj bo ,@ =LY
alternativna linearna nepristranska cenilka. Iz

E(B) =LXg
2a vse B sledi LX = 1. Racunamo
var(8) = var(8 — 8+ B)
= var(B) +var(B — B) +2cov(B - B,8) .
Cenilka B bo najboljsa, brz ko bo kovarianca na desni enaka 0. Upostevajoé
cov (Y,Y) = 0?ZZ" .
izracunamo, da je to res:
cov(B — B,8) =
- (L — (XT(zz") X)) XT(ZZT)—1> cov(Y,Y)-
- ((XT(ZZT)—lx)‘1 XT(ZZT)—1>T
= 52 (L — (x"(zz")'x) " XT(ZZT)—1> 777
(2Z")"'X (XT(2Z7)"'X) "
— o2 (L — (XT(zz")'x) ™! XT(ZZT)—l) X (X7 (2z")'Xx)""

1

- (LX — (XT(zz")'X) XT(ZZT)*X) (X"(2Z")'X)~

— (I-T) (X"(2Z")"'X) "
=0.

Drugi nacin: prevedemo na standardno linearno regresijo. Razlika je namrec le v
tem, da sum Zu nima kovariancne matrike o1, temvec¢ o*ZZT. Ce definiramo
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Y' = (ZZ")7V?Y, X' = (ZZV)V?X in e = (ZZV) 7?2, velja Y' = X'B + ¢,
kar je standardni linearni regresijski model, saj je:
var(e) = (ZZ7)"Y?Zvar(u) Z7(ZZ")~1/?
= o*(2Z")"*Z21Z" (2Z") '
=o°l.
Seveda se linearne cenilke v podanem nestandardnem modelu ujemajo z linearn-
imi cenilkami v prirejenem standardnem modelu, nepristranskost in standardna

napaka pa sta tako ali tako univerzalna pojma. Zato je iskana cenilka tudi na-
gbolysa nepristranska linearna cenilka v prirejenem standardnem modelu, to pa

Je:
/é — (X/Txl)_lxlTYl
_ (XT(ZZT>_1/2(ZZT)_1/2X)71XT(ZZT)_1/2(ZZT)_1/2Y
— (X"(2Z")"'X)"'X"(ZZ")'Y .

b. (15) Naj bo
a=2"(22")" (Y - XB)

cenilka za u. Izracunajte X
cov(u, 3).
Resitev: Racunamo
cov(l, B) =
— 727(ZZ7)"! (I ~ X (X"(2Z")'X) " XT(ZZT)*)COV(Y, Y)-
(ZZ")7'X (XT(ZZ7)7'X)
= 77(2Z7)"! (I - X (X"(zz")'Xx)"" XT(ZZT)*l)-
.2Z7(2Z7) X (X7 (2Z")7'X) "
=0.



