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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Za pogzitiven rezultat
morate zbrati vsaj 45 tock od 100 moznih. Veliko uspehal

Naloga | a. b. C. d
1 ° °
2. ° °
3. ° °
4.

Skupaj | e ° o o




Statistika, 2017/2018, M. Perman, M. Rai¢

1. (25) Verjetnost nekega dogodka je 0,1706, a to je tezko izracunati. Verjetnostnik
Karl in statisticarka Monika, ki omenjene eksaktne vrednosti ne poznata, se lotita
ocenjevanja vsak na svoj nacin. Karl s pomocjo centralnega limitnega izreka dobi
priblizek 0,1702, Monika pa gre z metodo Monte Carlo: pri vsaki izvedbi simulira
poskus, pri katerem se lahko zgodi ta dogodek, in njena ocena za verjetnost dogodka
je delez izvedb, pri katerih se je dejansko zgodil dani dogodek.

a. (15) Monika zeli dose¢i natan¢nost, primerljivo s Karlovo. Pri koliko izvedbah
bo standardna napaka metode Monte Carlo (priblizno) enaka napaki, ki jo je
naredil Karl?

Opomba. Monika tega izra¢una ne more narediti, ker ne pozna toc¢ne verjetnosti,
torej tudi ne napake, ki jo je naredil Karl. Lahko pa pri vse vec izvedbah primerja
razliko med svojim in Karlovim priblizkom ter ocenjeno standardno napako za
svoj priblizek. Lahko se npr. odloc¢i, da s simulacijo zakljuci, brz ko je ocenjena
standardna napaka manjsa od opazene razlike.

Resitev: Oznacimo s p = 0,1706 dejansko verjetnost danega dogodka. Ce Monika
naredi n simulacij, standardna napaka metode Monte Carlo znasa v/p(1 — p)/n.
Ce s pg = 0,1702 oznacimo Karlov priblizek, dobimo

p(1—p .
PLZD) _ 5l
n
oziroma )
n = pf—_pl - 884,348 .
(PK - p)

b. (10) Recimo, da je Monika naredila dvakrat toliko izvedb, kot je opisano v prejsnji
tocki. Priblizno koliksna je verjetnost, da je dobila boljsi priblizek kot Karl?

Resitev: Boljsi priblizek pomeni vrednost med 0,1702 in 0,1710. Ce z pa ozna-
cimo Monikin pribliZek, je torej iskana verjetnost enaka

1710 — 1702 —
PO0AT02 < g < 0.1710) ~ @ | 2102 o) g (211220 5
p(1—p) p(1—p)

- 0(v2) - o(~V2)
=20(v2) -1
= 0,8427.
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2. (25) Statistik si ogleduje impresivno bibliografijo svojega uspesnega kolega. Iz
izpiska hitro razbere, da je kolega napisal N c¢lankov, bodisi samostojnih bodisi v
soavtorstvu. Statistika pa zanima prispevek doticnega kolega k tem clankom, pri
¢emer privzame, da k posameznemu ¢lanku vsi avtorji prispevajo enako. Clanki se
torej delijo s stevilom avtorjev. Primer: ¢e je N = 4 in je od tega en samostojen
clanek, en clanek, pri katerem sta avtorja dva, in dva ¢lanka, pri katerih so avtorji
trije, ustrezni prispevek znasa 1+ 1/2 +2/3 = 21/6 c¢lanka.

Statistik bi sicer lahko za vse clanke iz izpiska pogledal stevilo avtorjev in ustrezno
sestel, a ker je njegov kolega zelo uspesen in ima zelo veliko ¢lankov, raje vzame
enostavni sluc¢ajni vzorec n clankov in na podlagi le-tega oceni ustrezni prispevek.

a. (10) Predlagajte nepristransko cenilko za zahtevani prispevek, ki bo vse ¢lanke
iz vzorca obravnavala enakovredno. Utemeljite nepristranskost.

Resitev: Ce z xy, oznacimo Stevilo avtorjev k-tega clanka iz bibliografije, ocenju-
jemo koli¢ino:

N
o= L.
=1 Tk
Cenilko nastavimo v obliki: .
i— .S L
- i=1 Y
kjer je Y; Stevilo avtorjev i-tega clanka iz vzorca. Ker je vsaka slucajna spre-
menljivka Y; z enakimi verjetnostmi enaka x1,xs,...,xN, velja
E(%) =% chvzl ﬁ, torej mora biti ¢ = .

b. (15) Zadevo pogledamo malo 8irse: N in n naj ostaneta fiksna, e vedno vza-
memo enostavni sluc¢ajni vzorec n enot, Stevilo avtorjev posameznega ¢lanka iz
bibliografije pa naj bo slu¢ajna spremenljivka. Ce je X}, stevilo avtorjev k-tega
¢lanka iz bibliografije, naj bo:

P(Xy=10)=(1-q?ld"; 1=1,273,...,

kjer je ¢ € (0,1) fiksno stevilo. Privzamemo tudi, da so slu¢ajne spremenljivke
Xi, ..., Xn med seboj neodvisne in da je slucajni vektor (X7, ..., Xy) neodvisen
od tega, katere enote so izbrane v vzorec. Izracunajte standardno napako cenilke
iz prejsnje tocke.

Namig: pogojujte na vzorec.

Resitev: Standardna napaka je kvadratni koren variance, slednjo pa lahko izra-
cunamo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: v skladu z namigom pogojujemo na slucajni vektor

V = (W, Va,..., V), kjer je V; Stevilka enote v populaciji, ki je izbrana v vzorec
kot i-ta: tako je Y; = Xy,. Ker je V neodvisen od (X1, Xa, ..., Xy), so tudi pogo-
gno na dogodek Vi = ki, Vo = ko, ..., V,, = k,, slucajne spremenljivke X1,..., Xy
se vedno neodvisne in velja

P(Xy=IV)=(1-¢)?%l¢d"; 1=1,2,3,...
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Enako velja za slucajne spremenljivke Y1 = Xy, , Yo = Xp,, ..., Y, = Xk, : pogo-
gno na 'V so neodvisne in velja

P(Y; =1V)=(1—-¢?ld"; 1=1,23,...
Ker ima slucajni vektor (Y1,...,Y,) pogojno na Vi = ki, Vo = ko, ..., V,, =k,

enako porazdelitev ne glede na ki, ko, ..., k,, vse skupaj velja tudi brezpogojno:
slucagne spremenljivke Y1,Ys, ..., Y, so neodvisne in velja

PYi=0)=0-¢q)3ld™"; 1=1,2,3,...

Izracunajmo

Drugi nacin: pogojujemo na vrednosti X = (Xq, X, ..., Xn). Tokrat varianco
TazZCEPIMO:

var(0) = Var(E(é|X)) + E(var(é|X)) :

Ker je vsaka slucajna spremenljivka Y; pogojno na X z enakimi verjetnostma
enaka X1, Xo, ..., Xy, velja

N
1 1 1
Fl=|X]=— —,
(7% -7
od koder sleds
. N
E@X) =) —

i zaradi neodvisnosti

var(E(0]X)) = ’évar (Xik) = No?>.

Nadalje iz teorije vzoréenja, uporabljene pogojno na X, sledi

N 2

A N-n 1 1 11
0|X) = N — S-S ) .
var(61X) N—anZ(Xk N2 )
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Iz znanega rezultata za pricakovano vrednost empiricne variance dobimo

Bvar(|x)) = YN =1 2.

n

Sestejemo in dobimo
NQ
2

ar(f) = — ,
Vv ( ) n g
kar je isto kot prej.

Opomba. Glede na to, da je tisto, kar ocenjujemo, namre¢ 0 = Zivzl Xik,
zdaj slucajna kolicina, standardna napaka kot koren variance ni ve¢ merodajna.
Merodajen je koren srednje kvadraticne napake E[(@ — 0)2}, slednja pa je zaradi

slucagnosti kolicine 0 razlicna od var(6) — znasa N%(l — o2
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3. (25) Opazovane vrednosti naj bodo pari (x1,y1), ..., (Tn,yn), n > 2, za katere
privzamemo, da so vzorec neodvisnih realizacij neizrojene dvorazsezne normalne po-
razdelitve N(0, X).

a. (15) Poiscite cenilko za 3 po metodi najvecjega verjetja.

Namig: matriko parametrizirajte v obliki:

. -1
B a q sinf
o (cos& Lin@ 1/q:|>

Kot znano lahko privzamete, da se da vsaka pozitivno definitna matrika para-
metrizirati na ta nacin.

Resitev: Nagprej izracunamo det(X) = 1/a®. Oznacimo se x = (x1,...,x,) in
Y = (y1,--.,Yn). Funkcijo verjetja tako lahko zapisemo kot

L(a,q,0[x,y)
a\" aq 9 = a -
=|=— — —atgh —
(2 ) ( QCOSQZIk @18 ;Ikyk 2qcos@zyk>
Ce oznacimo
1 , 1 1
mxwz_2$k7 Myy = — TrYk , Myy = — Yr
e "= (L
lahko logaritem verjetja zapisemo v obliki
la,q,0[x,y)
aq a
=n <10ga —log(27) — Teosg Mar atglmy, — 37c0s0 myy) .
Odvajamo:

ol 1 q 1

2" (a " Jcosg Mo T B0 Mey — 50 myy) ,
ol a a

g <_ 2cosf T 2¢? cos 0 myy) ’

ol ( agsin 0 a asin@ >

— =N Mgy — ——— Mgy — ———— M.
00 2 cos? 6 cos2 Y 2gcos?f

Ko izenacimo z mi¢, po nekaj racunanja dobimo ustrezne cenilke:

1 1/2
~ s My f — : My
a = , g=—= , = —arcsin ——~—
V/ MaaMyy — m2, My N

i spet po nekaj racunanja:

2_< a [q sinéD
COSé sin9 1/(}

-1

_ [mm mxy]
Mgy My
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b. (10) Preizkusiti zelimo domnevo, da je matrika 3 diagonalna. Poiscite testno
statistiko po metodi kvocienta verjetij in navedite njeno aproksimativno po-
razdelitev pri velikem vzorcu.

Resitev: Domnevo Hy, da je matrika 3 diagonalna, lahko izrazimo tudi tako, 3
parametriziramo tako kot v prejsnji tocki, pri cemer postavimo 0 = 0. Velja

l(a,q,0lx,y) =n (loga —log(27) — % Moy — ; myy)
q

m
ol 1 q 1
=Nl - — Mgy — —— M )
da a 2 2¢
ol a n a
—=n(—=My+—m .
dq 2 2¢2 Y
Izenacimo z ni¢ in dobimo ustrezni cenilki:
1/2
G 1 N / .
My Mz
Za izracun testne statistike potrebujemo maksimuma logaritmov verjetij:
l(a,q, é\x, y) = —n(% log(mmmyy — miy) +1+ log(27r)) ,
la,q,0lx,y) = —n(% log(mg,my,) + 1 + log(27r)> .
Odstejemo, pomnozimo z 2 in dobimo testno statistiko:

A=20(a,q,0/x,y) —20(a,1,0/x,y)

Mg
= nlog S
MegxMyy — My,
| 1
= n1o
ST
Mz Myy

Ker ima $irst model dimenzijo 3, 0Zji pa dimenzijo 2, je pri velikih vzorcih pri-
blizno A ~ x*(1).

Nicelno domnevo zavrnemo, ce je testna statistika A dovoly velika. Vidimo, da
je to takrat, ko je dovolj velika absolutna vrednost vzorcne korelacije ———=

tudi slednjo bi lahko vzeli za testno statistiko.
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4. (25) Privzemite regresijski model

Yi=a+ 81+
}6:&+ﬁ$2+61+62

Y,=a+6xr,+e1+e+ -+ €,,

kjer predpostavljamo E(e;) = 0, var(e,) = 0% za vse k = 1,2,...,n in cov(e, ) = 0

za k # [. Predpostavite, da so vsi x1, xs, ..., T, med sabo razli¢ni.
a. (10) Eksplicitno poiscite najboljsi linearni nepristranski cenilki za « in .

Resitev:

Prvi nacin: model prevedemo na standardno linearno regresijo, tako da uvedemo

U, Y; 1 X1 c

Uy Yo - Y 0 Lo — X1 61
U= |Us| =| Ys—Y , 4= 0 23— , 7:{;}, €= 2

_Un_ _Yn - Ynfl_ _O Ty — 3371,1_ e

Tedaj namrec velja U = Z~ + €, slucajni vektor € pa ima pricakovano vrednost

ni¢ in kovarianéno matriko o?1. Najboljsa nepristranska linearna cenilka za ~

v novem modelu sovpada z najboljso linearno nepristransko cenilko v izvirnem
Y,

modelu, saj je U dobljen iz vektorja Y = | | z linearnim izomorfizmom. Ta
Y”’l

predstavlja bijektivno korespondenco med linearnimi funkcionali na Y in linear-

nimi funkcionali na U.

Oznacimo
n n—1 n
Q= Z(m’“ —ap ) =2+ 22:)&% + 22 + 22%4% ,
k=2 k=2 k=2
Sy = Z(ask - ka—l)(Yk - Yk—l)
k=2

n—1 n
= n Y142 wYi A 2V + Y (zh Ve + 2Yi 1)

k=2 k=2
m 12racunamo
1 T -1 1 1’2 + Q —T
ZTZ — 1 ’ ZTZ - 1 1 1 ’
|:371 Q?% + Q%:| ( ) Ql —T1 1

Tyrr Y
Z°U = [l‘lyl‘i‘sl] ‘
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Po izreku Gaussa in Markova je najboljsa nepristranska linearna cenilka za -~y
vektor

4 = (ZTZ)—lzTU _ i {Qlyl - 96’151} 7

@1 Si
se pravi, da sta najboljsi nepristranski linearni cenilki za o in [3:
~ 1’151 o Sl
a=Y) — , g=—.
@1 Q1
Opomba. Ker so vsi xq,2s,...,x, med seboj razlicni, je tudi Q1 > 0, zato

smemo deliti.

Drugi nacin: uporabimo posploseni izrek Gaussa in Markova za primer, ko je
kovariancna matrika Sumov veckratnik znane matrike 3. Izvirni model zapisemo
v vektorski obliki kot Y = Xy +n, kjer sta' Y in ~ kot pri prvem nacinu ter

1 T €1

1 =z €1+¢€
X = | .2 in n— 1T €2

1 =z, €G+e+ -+ €,

Po posplosenem izreku Gaussa in Markova je najboljsa nepristranska linearna
cenilka za v enaka (XTE_lX)_lXTE_lY. V nasem primeru je kovariancna
matrika slucajnega vektorja n enaka o®3, kjer je

11 --- 1 1
1 2 2 --. 2 2
) 1 2 3 --. 3 3
YX=0o"|. . . ) .
1 2 3 n—1 n-—1
i 2 3 n—1 n |
Izracunamo
[2 -1 0 0 0]
-1 2 -1 0 0
0o -1 2 0 0
>l = ) ,
0 0 0 2 -1
i 0 0 0 -1 1 |
1 T [ Y,
XTE_1X — 1 XTE_IY — 1
L:l 72+ Q%} ’ Y1+ 5

i vidimo, da res dobimo isto cenilko kot pri prvem nacinu.

b. (5) Eksplicitno navedite standardni napaki za najdeni cenilki parametrov « in

Resitev: Prvi nacin: neposredno. [z

var(Yy — Yi_1) = var(ex) = 0?; k=2,3,...,n
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dobimo
. o2 > o2
var(f) = — Y (1p —2p_1)? = —.
P> a
Nadalje opazimo, da je & = Yl—xlB. Slucajni spremenljivki Yy mB sta neodvisni,
saj je Yy deterministicno odvisna le od €1, 5 pa le od €, . .., €,. Sledi

var(@) = var(Y;) + 22 var(3) = o (1 + C:;_%) :
1

S korenjenjem varianc dobimo standardni napaki.

Drugi nac¢in: s pomocjo kovarianéne matrike. Znano je namrec, da je

2 2
A -1 o° |x7 + —x
) =@y =g [T

Varianci cenilk sta diagonalca matrike in se ujemata z rezultatoma iz prvega
nacina.

. (5) Predlagajte nepristransko cenilko za o?.

Resitev: Cenilko spet dobimo iz standardne linearne regresije:

1
~2 2112
62 =——|U-2Z4
n—QH |

1 . .
=— U~ z9)" (U - Z#)
1 AT e 5
_ n_2(Y—X7)TE LY — X74)
1 . n )
=9 (Yl—d—3$1)2+Z(Yk—Yk—1—5(9€k—9€k—1))2]
k=2
1 < S1 ’
= w2 2 (Yk — Yk—l — @(l’k — xk—l)) .

. (5) Naj bosta & in A cenilki parametrov « in 3 po metodi najmanjsih kvadratov.
Pokazite, da sta cenilki nepristranski, in eksplicitno izracunajte njuni standardni
napaki.

Resitev:  Cenilki po metodi najmangsih kvadratov tvorita vektor v = [‘Z‘} =

g
(XIX)IXTY = v+ (XIX)"'XTn. Ker je E(n) = 0, je tudi E(¥) = ~,
torej sta cenilki res nepristranski.

Standardni napaki lahko izrazimo s pomocjo matrik — to sta diagonalca matrike
o?(XTX)IXTEX(XTX)™L. Eksplicitno izrazavo bi lahko dobili z mnoZenjem,
a gre lazje, ce Ze cenilki sami izrazimo eksplicitno. Ce definiramo

n n n
R o 2 L . 2
S, = E Tk, S E ., Sy = E 1Y A:=nS,, — 5%,
k=1 k=1 k=1

10
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velja
a = YA Y:Z (See — Sewr) Vs,
k=1
=~ nSyy — 5.5 1 «
B:—YA Y:Z (nxy — S;) Y.
k=1
Glede na to, da so slucajne spremenljivke Uy, Us, ..., U, neodvisne, bo za izracun

variance priroénejsa izraZava z njimi. Velja

a =
k=1 I=1 I=1 k=l
b =— E E nxy — Sz)U; = E E nxy —
A
klll I=1 k=l

i varianci sta enaki

=1 \ k=l I=1 j=l k= l
2 n n
= % Z Z min{j, k}(Sye — S22)(Sew — Sak)
j=1 k=1
B 2 n n
var(f) = % Z (Z(nxk - ) Az ZZZ nr; —
1=1 \ k=l I=1 j=l k=l

= 2—22 Z Z min{j, k}(nz; — S;)(nay — Sz) .

j=1 k=1

S korenjenjem varianc dobimo standardni napaks.

11

n k non
% Z Z(wa - Sxibk)Ul = %Z Z(S:m - Smxk)Ul )

— Spx)(S

»)(ney — Si)

Sa:xk)



