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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Za pogzitiven rezultat
morate zbrati vsaj 45 tock od 100 moznih.

Naloga | a. b. C. d.
1 ° ° °
2. °
3. °
4, ° °
Skupaj | e ° o o
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1. (25) Slucajne spremenljivke X, Y7, Y5, ... Y9 so neodvisne, pri ¢emer je P(X =
1) =2/3, P(X =2)=1/3, E(Y;) = 1 in var(¥;) = 100. Slucajne spremenljivke
Y1, ... Yio0 so tudi enako porazdeljene. Oznacimo S = X (Y;+Y2+---+Yig9). Priblizno
izracunajte P(S > 150).

Resitev: Centralnega limitnega izreka ne moremo uporabiti neposredno na S, ker pro-
dukt slucajne spremenljivke X in normalno porazdeljene slucajne spremenljivke, cetuds
neodvisne od X, ni nujno normalno porazdeljen. Prav tako centralni limitni izrek
ne velja za vsoto XYy + XYy + -+ XYi00, saj so sestevanci odvisni (centralni lim-
1tni izrek se sicer da posplositi tudi na vsote slucajnih spremenljivk z dolo¢eno vrsto
odvisnosti, vendar pa je odvisnost prej omengjenih sestevancev premocna). Pravilno pa
bo iskano verjetnost racunati s pomocjo pogojnih verjetnosti glede na X. Ce pisemo
T:=Y,+Yy+4 -+ Yigo, po izreku o polni verjetnosti velja:

P(S >150) = P(X = 1)P(S > 150 | X = 1) + P(X =2)P(S > 150 | X =2) =
= §P(T > 150) + %P(T > 75).

Za sluc¢agno spremenljivko T' pa centralni limitni izrek velja: iz E(T) = 100 in var(T) =

10000 dobimo: 100
a R
P(T ~1—®
(T>a) ( 100 > ’

2 1 1 (1) .
P(S>150)~§(1—¢(§>) +§<I><Z) = 0,405

torej je:
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2. (25) Vsaki enoti populacije velikosti N pripadata dve vrednosti statisti¢ne spre-
menljivke. Vrednosti oznacimo z (z1,y1), (z2,¥2),- .., (N, yn). Oceniti zelimo pov-
precje povprecij obeh spremenljivk

u+v 1 al al
A ORI
k=1 k=1

Izberemo enostavni slucajni vzorec velikosti n. Od enot, izbranih v vzorec, dobimo
samo eno od vrednosti, ki jo enota izbere naklju¢no, in sicer x z verjetnostjo 1/2 in y z
verjetnostjo 1/2. Enote izbirajo odgovore neodvisno druga od druge in neodvisno od
postopka izbire vzorca. Oznac¢imo z [ indikator, da bo enota k izbrana v vzorec, in z
J indikator, da bo enota za odgovor izbrala z. Po predpostavkah je vektor (Iy, ..., Iy)
neodvisen od vektorja (Ji,...,Jy), indikatorji Ji, ..., Jy pa so med sabo neodvisni.
S temi oznakami je vzoréno povprecje enako

N
k=1

S|

a. () Utemeljite, da je vzoréno povprecje nepristranska cenilka koli¢ine
0=21u+v).

Resitev: Zapisemo

L
= = Le(wedk + y(1 = Ji)) -
k=1

3

Vemo, da je E(Iy) = & in E(Jy) = % Po predpostavki so Jy,...,J, neodvisne

N
od Iy, ..., In. Uporabimo linearnost in sledi
1N n /2 Y u+v
E(X) =~ —<—’“ —’“): .
(X) n;]\f 2 +2 2

b. (10) Izracunajte var(X|Jy, Ja, .. ., Jn).

Resitev: Po predpostavkah o neodvisnosti lahko clene xpJy + yr(1 — Ji) obrav-
navamo kot konstante. Nadaljujemo lahko na vsaj tri nacine.

Prvi nac¢in: piSemo
var(X|Jy, Jo, . In) = B(X2| 1, Jay -, In) — [B(X| Ty, Joy o Jn)]
Velja

N

_ 1

E(X|Jy,...,J n —§ E(L|J1, .. In) (medie + yi(1 = Ji) -
k=1

3

Zaradi neodvisnosti je E(Ix|J1,. .., n) = E(Iy) = &, torej je

Mz

BE(X|J,....J (2T +ye(1 = J)) -

k:
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Kvadriramo:
_ 1 N
[E(X|J1,..., QZFZ T g + yi( 1—Jk))

k=1

| N

TNz D (e +ye(L = J0) (i + (1 = J0))
k=1
k£l

Kerje JE=Jy, (1 = Ji)? =1—Jy in Jy(1 — Ji,) =0, pa je tudi

N
(B ) = 75 Dk + 90 = )
k=1 1 .
TNz > (w4 yr(X = J0) (i + w1 — 1)) -
k=1
k£l
Nadalje je
E(X? 0y, ..., Jy)

1
T n?

NE
WE

E([kIl|J1, ceey JN) (.Tkjk + yk(l — Jk)) (QflJl + yl(l — Jl)>

k=1

~

1

E(Ii| Ty, - -, In) (i + y(1 = i)

3|
WE
WE

=

=1

s
Mz

N
Z E [kjl|<]1; ceey JN)(l’ka + yk(l - Jk)) (ZL’lJl + yl(l - Jl))
1kl:1

i

1
N

(kak + ye(1 — Jk>)2

SM .

3

1

n — 1 N N
Z Z i de + yr(L — Ji)) (zdy + w(1 = J0))

S
k£l
Lo
k:l
n—l N N
W Z > (@rdi + ye(1 = J)) (z0dy + (1 = 7))
k=1 k=1

k#l
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Odstejemo in dobimo

var(X|Ji, Ja, ..., JN)

N-ng 2 2
= o 2 (i (1= )
k=1
—Nﬁgi%—ﬁXm%+mﬂ—#»@m+mu—my
(N — )nk;;;f

Drugi nacin: uporabimo obic¢ajne formule za varianco linearne kombinacije.
Racunamo

VaI'(X|J1, JQ, <oy JN)

1 N
k=1

N

1
T Z (zidie + yr(1 = Ji)) (z s + (L = J)) cov(y, 1)
kil
NonX
- N2nn Z(xijk +yr(l - Jk))
k=1
N —n N
_ﬁﬁﬁjﬁg;@%+mﬂ—#n@w+mﬂ—my
Kl

ker je isto kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin: uporabimo kar formulo za standardno napako pri enostavnem
slucajnem vzorcenju za spremenljivko, ki je na k-ti enoti v populaciji enaka
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Var(X]Jl,Jg,... )
_N-—-n 1 N N 2
=N N_ Z (l‘kjk + yk(l — Jk Z :L'ZJZ + yl(l — Jl))>
N-n 1 &
TN - ? Nn > (@i + (1 — )
k=1
2
Nen 1 [&
e (S n)
NonX
= N2nn Z(kak + yk(l — Jk>)
NQE\J[V_ nl) zN: (2 + ye(1 = i) (20di + (1 = )
=
kL
NopXN
= A2 Z(%Jk + (1= Ji))
k=1
N—n N
- N2(N—1) Z (zide + ye(L = J) (2 + (1 = J0))

’ =1
kil

kar je isto kot pri prvih dveh nacinih.

. (10) Pokazite, da je

N
o (N —n) T + yi 1 (zr + yr) (0 + 1)
var(X) = = 5 > 2 _N—1Z 4
k=1 k,l=1
k£l
N
1 (zp — yr)?
NP D

Namig: formula za razcep variance.

Resitev: Iz prvega nacina resitve tocke b. se spomnimo, da je

1

Mz

E(X| ..., x (zrd + yr(1 = Ji)) -

k::l

Velja var(zpJy + ye(1 — Ji)) = var((zr, — ye)Je + yi) = (zp — yi)? var(Jy,) =
$(zi — yk)?. Zaradi neodvisnosti je

var(E(X |1, ... In)) = 5 (@ — uk)*.
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Nadalje je
N-n<
E(var(X| 1, Jn) = G > (0 + 4)

k=1

N

N —n
- m Z(xk + yk)(l‘z + yl) .
k=1
k1

Zdaj pa v formulo za razcep variance
var(X) = E(var(X |1, Ja, ..., Jy)) + var(E(X|Ji,..., Jy))

vstavimo dobljene izraze in dobimo Zeleni rezultat.
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3. (25) Naj bodo opazovane vrednosti x1, s, ..., x, kot vzorec Xy, Xs,..., X, med
sabo neodvisnih slucajnih spremenljivk z inverzno Gaussovo porazdelitvijo, dano z
gostoto

T

F@) = /= exp {

T

Sy (x—,u)z}, x>0,7>0, p>0.

B 2xp?

Kot znano upostevajte, da je E(X;) = pu. Privzemite tudi, da je verjetje najvecje
v stacionarni tocki in da so izpolnjene vse predpostavke za uporabo asimptotskih
rezultatov za cenilke po metodi najvecjega verjetja.

a. (10) Poiscite cenilki za parametra p in 7 po metodi najvecjega verjetja.

Resitev: Zapisemo

n n 3 — T = (7 — p)?
U, 7|X) = §log7 -3 log(27) — 2 Zlog Ty — 2_M2 E—
k=1 k=1
n n 3 — T — Nt T 1
:§log7—§log(27r)—§Zlogwk—T/ﬂleﬁ—?—E ot
k=1 k=1 k=1
Parcialno odvajamo in izenacimo z 0. Dobimo
ol T nr
_— = — _—— = 07
o p? ; e
o n 1 < (:Ek—u)Q_O
or 2t 2u? p Ty
ter od tod cenilk:
L ‘ . nz? 1
=71 n T=—5 — = m .
Yot (T —Z)? /2y, %Zk:l ﬁ - %
Cenilki obstajata, brz ko izmerjene vrednosti x1, . .., x, niso vse enake. Ce pa so

vse enake, recimo x, je pri it = x logaritem verjetja strogo naraséajo¢ v T in zato
ni navzgor omejen. V tem primeru torej cenilka po metodi najvecjega verjetja ni
definirana.

b. (10) Izracunajte Fisherjevo matriko informacije I(u, 7).
Regsitev: Izracunamo ustrezne druge odvode ¢(u, 7|X) za n = 1.

9% 3rwy 27

ot
o0 1
PEREE

82 T 1

ondr b i
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Upostevamo se namig in dobimo

Lp) = (T/oug 1 /(2)72)

c. (5) Zapisite interval zaupanja pri stopnji zaupanja 1 — o = 0,95 za parameter 7
na osnovi podatkov Xy, Xs, ..., X,,.

Resitev: Interval zaupanja je

%i1,96.i§.
vn
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4. (25) Predpostavite, da velja naslednji regresijski model:

Y =XB+e€
z E(e) =01in
var(e) = o?V,
kjer je
Vi = .
J 1 _ ,02

Privzemite, da je 02 neznana konstanta, p € (—1,1) pa znan.

a. (15) Naj bodo komponente 71, Zs, ..., Z, vektorja Z dane z Cochran-Orcuttovo

transformacijo
Zi=+\1-p*Y1 in Z;=Y;—pYi,

zai=2,3,...,n. lzracunajte var(Z) in navedite najboljSo linearno nepristansko
cenilko parametra 3.

Resitev: Najprej racunamo
var(Z,) = o*

mzat=2,3,...1n

cov(Zy, Z;) = /1 — p?cov (Y1,Y; — pY;_1)
o%\/1 — p?

_ - (0 = p-p?)

=0.
Nadaljujemo za 1 < i < n:

var(Z;) = var(Y; — pY;_1)
= var(Y;) — 2pcov(Y;, Yi1) + pvar(Yi_1)

o oo . 2o
1= p2 1—p% 1-—p?
20'27

ter
cov(Z;, Z;) = cov(Y; — pYi1,Y; — pYj1)
2

<pj—i _ i i _I_pj—i+2)

:1_p2

Ce ustrezno popravimo Se vrstice X; matrike X v

X, =v1-p2X; in X;=X,—pX;,

ter slucajne vplive v
m=v1-p*e in n=¢€—pe1,

10
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model 3
Z=XB+n

ustreza predpostavkam izreka Gauss-Markova in je nagboljsa nepristranska ce-
nilka parametra B enaka
B=(X"X)"'X"Z.

. (10) Naj bo B cenilka 3 po obic¢ajni metodi najmanjsih kvadratov, torej
8= (X"X)"'XTY.
Naj bo R R
Y=Y -Xg3
vektor ostankov. Pokazite, da je

E (zn: Yf) = 0?S1(V — VH) .

=1

Resitev: Naj bo
'XT.

H=X(X"X)"
Velja Y = (I— H)Y in posledicno
var(Y) = o2 (I-H)V(I—H).
Ker je HX = X, je E(Y) = 0. Sledi

B(Y?) = var(¥;)

in posledicno

E(Y?) =o*(I-H)VI-H))., .

Ko sestejemo, dobimo sled, ta pa se ne spremeni, ce spremenimo vrstni red
mnozenja matrik in upostevamo, da je I — H idempotentna matrika.

11



