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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Za pogzitiven rezultat
morate zbrati vsaj 45 tock od 100 moznih. Veliko uspehal
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1. (25) Hazarder Marko obis¢e 100 igralnih avtomatov. Pred vsakim vrze posten
kovanec. Ce pade cifra, na tem avtomatu igra, sicer pa ne. Na vsakem avtomatu ima,
¢e igra, pricakovano izgubo 1 evro, standardni odklon pa je 3 evre. Privzamemo, da
so posamezne igre in meti kovanca med seboj neodvisni.

a. (15) Izracunajte pricakovano vrednost in varianco Markovega izkupicka po obi-
sku vseh igralnih avtomatov.

Resitev: Ce z S oznacimo Markov izkupicek, potem ko obrede vse avtomate, lahko
pisemo:

S=5LX1+LXy+ -+ T00X100
kjer je I, = 1, ce je Marko igral na k-tem avtomatu, sicer pa je I, = 0; Xy
je Markov izkupicek na k-tem avtomatu (namisljen, ¢e Marko tam ni igral).

Racunamo:
B0 = B()E(X) = =5,
E(X}) = var(X >+ (E(Xk»z =10,
( 1:Xy)?) = E( ) )

ali alternativno:

E(LXi| X, =0)=0, ELXyXp=1)=—1,
var(B(IXel X)) = §
var([x Xg| X, =0) =0, var( Xp| X =1)=9,
B(var(l Xl Xe) = 5
var(Iy Xg| Xy = 1) = var(E(Ix Xk | Xy)) + E(var([; Xg| Xy)) = Q
Torej je E(S) = —100/2 = =50 in var(S) = 100 - 19/4 = 475.

b. (10) Priblizno izra¢unajte verjetnost, da bo imel Marko na koncu dobicek.

Resitev: Po centralnem limitnem izreku je:

50
PS>0 ~1-&(— ) =0,011.
( ) (\/475)
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2. (25) V populaciji znane velikosti N vsaki enoti pripada vrednost statisti¢ne spre-
menljivke X. V populaciji so enote tipa A in tipa B, in sicer je prvih N4, drugih
pa Npg, pri ¢emer sta Ny in Ng neznana, vemo le, da je Ng < n za neki dani n. Iz
populacije izberemo enostavni sluc¢ajni vzorec velikosti n. Za enote, izbrane v vzorec,
lahko dolo¢imo, ali so tipa A ali B, in zabelezimo vrednost statisti¢ne spremenljivke.
Iz zgornjih predpostavk sledi, da bo v vzorcu vsaj ena enota tipa A. Oceniti zelimo
povprecje vrednosti statisticne spremenljivke X samo za enote tipa A. Oznac¢imo to
povprecje z fi4.

Oznacite z M4 stevilo enot tipa A v vzorcu, z ji4 vzoréno povprecje za enote tipa
A in s 6% vzoréno varianco za enote tipa A.

a. (b) Predlagajte nepristransko cenilko parametra p4. Utemeljite, da je nepris-
transka.

Resitev: Za cenilko predlagamo povprecje vrednosti statisticne spremenljivke za
vzorcne enote tipa A. Oznacimo z My Stevilo enot tipa A v vzorcu. Pogojno
na {Ms = m} je m enot tipa A, zajetih v vzorec, enostavni slucajni vzorec iz
populacije enot tipa A, zato je E(fia|Ma = m) = pa. Posledicno je E(fia) =
HA-

b. (10) Utemeljite, da je

. 04 Ny—m
var(fia|Ma =m) = L. h

kjer je 0% populacijska varianca za enote tipa A.

Resitev: Oznacimo z My Stevilo enot tipa A v vzorcu. Spet uporabimo, da m
enot tipa A, zajetih v vzorec, pogojno na {Ms = m} tvori enostavni slucajni
vzorec iz populacije enot tipa A. Sledi, da je

2 N,y —
Var(/lA]MA:m):U—A- Az

m NA —1 ’
c. (10) Naj bo 6% vzoréna varianca. Ce so z1,... 22 vzoréne vrednosti za enote
tipa A, je
m
A2 l ( A 7A)2
0% = x, —x%)".
m
k=1
Izracunajte

E(64|M4y =m).

Regitev: Ponovno uporabimo, da enote tipa A, zajete v vzorec, pogojno na { My =
m} tvorijo enostavni sluc¢ajni vzorec velikosti m enot tipa A. Vemo, da je v tem
PrIMmery

(m — 1)NA

A m(NA — 1) '
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3. (25) Naj bo A\,¢ > 0, X ~ Pois()) in pogojno na {X = z} naj bo Y ~ Pois(qz).
Podatki (z1,v1), ..., (s, yn) so nastali kot neodvisne realizacije para (X,Y).

a. (15) Poiscite cenilki za A in ¢ po metodi najvecjega verjetja.
Resitev: Najprej izracunamo

)\a:<qx)y€—>\—qa:

P(X =2Y =y)=P(X =2) P(Y =y|X =2) = ==

y!.
Funkcija verjetja za vse podatke je torej enaka

L(/\7 Q‘xlu Yty -5 Tn, yn)
A\T1HTattan (qml)yl (qu)yz . (qxn)yne—n)\_(I(l'l+$2+"'+1'n)

)

zilwp! -yl Lyl !

njen logaritem pa je

E()\7Q|x17y17 s 7l'n7yn) = kaIOgA —nA — qzxk + Zyk(logq +10g$k)

k=1 k=1 k=1

- Z log(xy!) — Z log(yx!) .
k=1 k=1

Odvajamo:

a1 o1

T

oA A k=1 dq ¢ k=1 k=1
1zenacimo z nic in dobimo cenilkt

b. (10) Pod predpostavko, da je vzorec velik, aproksimirajte standardni napaki
cenilk iz prejsnje tocke.

Resitev: Za eno samo opazanje, dokler je Se neznano, pride

02/ X
W(A7Q|X7 Y) = _ﬁa
0%/

0%/ Y
8_q2()\’Q|X’ Y) = 2

Iz definicije porazdelitve dobimo E(X) = X in E(Y|X) = ¢X, torej E(Y) = g\.
Fisherjeva matrika je torej enaka

I(A\,q) = (1@ A(}q) :

torej aproksimativni standardni napaki znasata
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4. (25) Dana imamo dva kompleta regresijskih enacb:
Yi=a1+ bz + ¢
zat=1,2,....,min
Zj :Oég—i‘ﬁwj‘i‘?]j
za 7 = 1,2,...,n. Predpostavljamo, da vsak model zase ustreza standardnim pred-
postavkam regresijskega modela, torej, da za vse i, j velja E(e;) = E(n;) = 0, var(e;) =

var(n;) = o2 in so tako €; kot tudi n; med sabo nekorelirani. Predpostavljamo tudi,
da so vsi ¢; in 7; nekorelirani.

a. (15) Predpostavite, da je

m n
E z; =0 in E w; =0
i=1 j=1

ter
m n

Zx?zl in ijzzl.

i=1 j=1
Podajte najboljso nepristransko linearno cenilko parametra [ in izracunajte
njeno standardno napako.

Resitev: Dana kompleta sestavimo v enoten regresijski model Y = X3 + €, kjer

je
Y'l 1 0 T €1
: - o
Y., |1 0 zn _ | em
Y = Z1 ’ X = 0 1 wy 9 ﬁ - Qo ) €= ™ )
. o p .
Ln 0 1 w, Mn
za katerega iz danth predpostavk sledi, da izpolnjuje vse standardne predpostavke.
Izracunamo
m 0 0 I/m 0 0
XX=10no|, (XX)'=[0 1/ 0
0 0 2 0 0 1/2
m se .
) S Y,
XY = - > i1 Z%
Do T+ Z]ﬂ w;Z;
Sledi

i=1 j=1
Ce pisemo se C = [cijlij = (XTX)_l, za standardno napako po formuli dobimo

g
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b. (10) Podajte e najboljso nepristransko linearno cenilko karakteristike
0 := a1 — ay in izracunajte njeno standardno napako.

Resitev: Iz matrik (XTX)f1 in XTY dobimo, da sta najboljsi nepristranski
linearni cenilki parametrov oy in ag enaki &y =Y in &g = Z. Iz izreka Gaussa
i Markova sledi, da je najboljsa nepristranska linearna cenilka karakteristike
§ enaka d =Y — 7. Neposredno ali pa iz matrike (XTX)f1 razberemo, da je
var(éy) = o2/m in var(as) = 02/n. Ker sta &y in &y nekorelirani, je var(d) =
var(dy ) + var(as), torej

1

- 1
0) =0/ —+—.
se(d) =0 m+n



