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We will look at a few examples of distributions of S,, for different distributions of X; and differentn .

1letP(X; =0 =PX=1)= % Taken = 100. Let S,, = X; + -- + X,;. The histogram of the
distribution of S, is:

Histagram of the istribution of S for n=100
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2. Let P(X, = 1) = P(X; = 2) = P(X; = 9) = 1/3. Letn = 5,20,50,200.

Histogram of the istribution of S for n=5
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3. Take P(X; = k) = 1/ fork = 1,2,...,6. Take n = 50.

Histogram of the istribution of S for n=50
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4.Take P(X, = 2¥) = 1/, fork = 0,1,23,4,5,6. Take n = 100.
1 7

. 10-3 Histogram of the istribution of Sn for n=100
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Centralni limitni izrek je eden od kljuénih izrekov za statistiko. Kot
smo veckrat opazili, se vsote neodvisnih, enako porazdeljenih slu¢ajnih spre-
menljivk naravno pojavijo v &tevilnih situacijah. Formulacija centralnega
limitnega izreka je naslednja:

IzrREK 1.10: Naj bodo X3, X, ... med sabo neodvisne, enako porazdeljene
slu¢ajne spremenljivke. Predpostavimo, da E(|X;]) < oo in var(X;) < 0.
Naj bo S, = X; + X5 +---+ X,,. Za poljuben z € R velja

i Sn — E(S,)
lim P| =——=-<2z | = ®(2),
n—+o0 ( Vvvar(S,) ) @)

kjer je @ porazdelitvena funkcija standardizirano normalne porazdelitve.
Preden se lotimo formalnega dokaza, dodajmo e nekaj komentarjev.
1. Odstevanje E(S,) in deljenje z y/var(S,) ima za posledico, da ima

kvocient, ki nastopa v formulaciji izreka, priéakovano vrednost 0 in
varianco 1. Temu se pogosto rece, da smo vsoto S, standardizirali.

2. Iz Izreka 1.10 sledi, da za a < 8 velja

. S‘R_E(SR) _ _ a
JLIEGP(QS—\W Sﬁ) =®(8) — @(a).

3. Izrek 1.10 v vsej splosnosti dokazemo s pomocjo karakteristiénih funkeij,
ki so za potrebe verjetnosti prilagojene verzije Fourierove transforma-
cije. Elementarni dokaz, ki ga bomo navedli, zahteva dodatno pred-
postavko, da je E(|X; — E(X;)|*) < co. Ta predpostavka bo v vseh
primerih praktiéne uporabe izpolnjena.

Dokaz centralnega limitnega izreka temelji na Lindeberg-Bergstromovi ne-
enacbi.

Izrek 1.11: Naj bodo X, ... X, med sabo neodvisne slué¢ajne spremenljivke
z E(X;) = 0in var(X; +---+ X,,) = 1. Oznatimo X := X; +... X, in



naj bo Z ~ N(0,1). Naj bo f trikrat zvezno odvedljiva funkcija na R z
LFL L L L] < M < oo, Velja

|Mﬂxn—ﬂﬂmﬂS%G+VE>MMW&W+W+E¢nmy

Doxaz: Naj bodo Zy,...Z, porazdeljene normalno z istimi pri¢akovanimi
vrednostmi in variancami kot X; ter neodvisne med seboj in od Xj, ..., X,.
Taka izbira slu¢ajnih spremenljivk je vedno mozna. Privzamemo lahko, da
jeZ=21+...+ Z,. Zapi§imo

E(f(X)) - E(f(2)) =a1+ ...+ an,
kjer je
a;i=E[f(Xi+-+Xi+ Ziy1 + ... + Zp))]
—E[f(Xi4+- -+ X+ Zit o+ Z)]

V definiciji a; je v odstevancu vsota vseh Z;, za ¢ = n pa je v prvem é&lenu
v a, vsota vseh X;. Funkcijo f lahko razvijemo po Taylorju. Za vsak z € R
velja

flz+h) = f(z)+ f(x)h+ 51" (@)h* +7
kjer je [r| < tM|h[3. Ce zdaj oba &lena v a; razvijemo okoli:
Y, = Xy A oo Xt + Dot + oo+ Z
dobimo
o= B[ () (X = Z)] + 3B [ (G) (X7 = Z0)] +7i.
kjer je
ri| < § M(B(X:P) + B(|Zi*))

Zaradi neodvisnosti X;,Y;, Z; in predpostavk o enakosti pri¢akovanih vred-
nosti in variane, sta pri¢akovani vrednosti v razvoju za a; enaki 0, zato je
a; = r;. Z uporabo Jensenove neenakosti za konveksno funkcijo ¢(z) = 2%/2
na (0, c0) in elementarnim dejstvom, da je

: 8
Bz =[S vz,

2



ki ga preverimo z integriranjem, lahko ocenimo

E(|Zi®) = \/—gvar(Zi)g/g = \/—%EUXAQ)?‘/Q < \/—gEuXil?’).

Konéno lahko ocenimo
|BUO) - BU2)| < 5 (1 - \/§> M(E(X[) + .+ BIXa )

KOMENTAR: V Izreku 1.11 je dovolj privzeti samo |f”| < M < oo, vendar
smo privzeli ved, da ni treba utemeljevati obstoja pri¢akovanih vrednosti, ki
nastopajo v dokazu izreka.

V posebnem primeru, ko so vse slu¢ajne spremenljivke enako porazdeljene,

nadomestimo X; z
5 X; — B(Xy)

var(Sy)
Te nove sluéajne spremenjivke ustrezajo pogojem Izreka 1.11 in velja
- ~ S — E(Sp
X1+"‘+Xn:"£‘—()‘-
var(Sy)

Vstavimo in zaradi var(S,) = nvar(X;) sledi

Sn—E(Sa) V) 1 8\ ME (X1 — E(X1)|*)
’E <f ( var(Sy,) )) E(f(Z))\ = 6 <1 * 77) /nvar(X;)3/2 ’
(1

V zanimivem primeru, ko je var(X;) > 0, gre desna stran zgornje neenatbe
proti 0, ko n — oo.

Za dokaz centralnega limitnega izreka potrebujemo Se nekaj Analize 1. Ozna-
EIMO 2 X(—c0,z karakteristi¢no funkcijo intervala (—oo, z]. Za poljubna z € R
in § > 0 obstajata trikrat zvezno odvedljivi funkeiji f_s in fs z vrednostmi
na [0, 1], taki da veljajo neenakosti

X (—o00,2—4) < f—é < X (—o0,z] < f5 < X(—o0,2+48] -

Ker sta fis nekonstantni samo na [z — 8,z + §], imata zaradi zvezne odved-
ljivosti omejene prve tri odvode.



DoxAz 1ZREKA 1.10: Izrek bomo, kot redeno, dokazali pod dodatno pred-
postavko, da je E(|X; — B(X;)]?) < oo. Oznagimo

" var(S,)

Fiksirajmo z € R. Naj bo € > 0. Ker je ® zvezna, obstaja § > 0, da iz |z —y|
sledi |®(z) — ®(y)| < e. Ker je

B [X(-oom($n)] = P(Sn < 2),
dobimo neenacbi

B[ 55| < PGa < 0) < B[1x(3)] -

1z posledice (1) sledi, da je

lim E [25(3,)] = Blfes(2)],
kjer je Z ~ N(0,1). Sledi

Elf-s(2)] < lim inf P <§n < x) < limsup P (gn < x) < E[fs(2)] .

n—roo

Iz neenaéb za funkciji fis sledi e
E[fs(2)>P(Z<z—48) in E[fs(Z)<P(Z<z+9).
Neenatbe zdruzimo v

O(z — ) < liminf P (S’H < m) < limsup P (S’n < 33) < Pz +4).
n—00 n—+00

Limsup in liminf se razlikujeta kvedjemu za 2e. Ker je bil € poljuben, limita

obstaja in je enaka ®(z).

Tipi¢en primer uporabe centralnega limitnega izreka je, da aproksimiramo

verjetnosti Pla < S, < b), kjer je S, vsota med sabo neodvisnih, enako

porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk. Aproksimacijo dobimo kot

a=B(5,) _ S.=B(5) _b- E(Sn)>
Vvar(S,) T /var(S,) T~ y/var(S,)

o (b—E(Sn)> e <a—E(sn)> |
var(S,) v/ var(Sy)

Pla<8,<b) = P<



Za velike n torej aproksimiramo ¢len zaporedja z limito zaporedja. Ce so

sluéajne spremenljivke X, Xo, ... celostevilske, lahko aproksimacijo Se neko-
liko izboljsamo s korekcijo za zveznost, kar pomeni, da a nadomestimo z a—%
inbzb+ L.

Kot pri~ vsaki aproksimaciji se postavi vprasanje napake. Na to vprasanje
odgovarja izrek, ki ga tukaj navajamo brez dokaza. *

IZREK 1.12 (Berry-Esséen) Naj veljajo enake oznake in predpostavke kot v
izreku 1.10. Oznacimo p = E(|X; — E(X1)]®). Velja neenacba

P (w < x) — ®(z)
var(Sp)

Cp

S_____

e 1 V/nvar(X,)3/2’

zeR

kjer je C univerzalna konstanta.

Najboljsa do zdaj znana ocena za univerzalno konstanto je C' < 0, 4748. 2

PRIMER: Vzemimo neodvisne X, Xs,... s P(X; = 0) = P(X; = 1) = 3.
Vemo, da je S, ~ Bin(n, 3). Velja, da je E(S,) = n/2 in var(S,) = n/4.
Aproksimacija z normalno porazdelitvijo nam da za n = 10.000, da je

Sn— E(Sp)

P(4950 < S, < 5050) = P(—-1 <
var(Sy)

< <1 = d(1)—2(-1).

Za funkcijo ® ni analitiénega izraza, zato uporabimo ali tabele ali pa stati-
sti¢ne programe, ki imajo to funkcijo vgrajeno. Program R nam da ®(1) —
®(—1) = 0,6827. Program R ima vgrajeno tudi binomsko porazdelitev,
tako da je totna verjetnost 0,6875. Ce uporabimo se korekcijo za zveznost,
kar pomeni da spodnji meji odstejemo & in zgornji pristejemo 3, je rezultat
aproksimacije 0, 6875, ker je to¢no na stiri decimalke!

PRIMER: Najbodo spet X3, X», ... neodvisne in tokrat naj bo P(X; =1) =
PX,=2)=PX;1=9)= % Vzemimo n = 300. Izra¢unamo, da je

E(S30) =300-4  in var(S300):300.%8-_

Dokaz je, recimo, v Y. S. Chow, H. Teicher, Probability Theory: Independence, Inter-
changeability, Martingales, 3rd Edition, Springer 2003.

2Shevtsova, 1., On the accuracy of the normal approximation for sums of independent
symmetric random variables. (Russian) Dokl. Akad. Nauk 443 (2012), no. 6, 671-676.
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Aproksimiramo

P(1100 < Ss0p < 1300)
_ (1100-—1200 - 5= B(Sa) _ 1300——1200)
V3300 T var(S,) T /3800
~ B(1,6222) — B(—1,6222)
0,8952.

Izraéun s hitro Fourierovo transformacijo da rezultat 0,8970. Ce uporabimo
e korekcijo za zveznost, je rezultat aproksimacije z normalno porazdelitvijo
enak 0, 8970!

Centralni limitni izrek je najbolj znan primer izreka, ki govori o konver-
genci v porazdelitvi. Ideja je, da zaporedje slu¢ajnih spremenljivk konvergira
v porazdelitvi, &e so njihove porazdelitve vedno bolj podobne neki konéni po-
razdelitvi. Kot izto&nico za matemati¢no definicijo vzemimo Izrek 1.11.

DEFINICIJA: Zaporedje slu¢ajnih spremenljivk Y7,Y5,... konvergira v po-
razdelitvi proti sluéajni spremenljivki Y, &e za vsako omejeno zvezno funkcijo
f: R — R velja

E[fX)] = EFM)],

ko n — oco. Matemati¢na oznaka je
Y, SY,

ko n — co.

V definiciji vzamemo omejene funkcije, da ni tezav z obstojem pri¢akovanih
vrednosti. Zvezne funkcije pa izberemo zato, da v porazdelitvi konvergirajo
zaporedja konvergentnih konstantnih sluéajnih spremenljivk. Da si nekoliko
bolje predstavimo, kaj pomeni zgornja definicija, dokaZzimo naslednji izrek.

IzZREK 1.13: Naj bo (¥,)n>1 zaporedje sluajnih spremenljivk. Zaporedje
konvergira v porazdelitvi proti slu¢ajni spremenljivki Y, &e in samo &e za
vsak 2 € R, v katerem je Fy zvezna, velja

Fyn<$) — Fy(x) N



ko n — oco.

Doxaz: Naj bo Fy zvezna v totki z. Naj bo € > 0. Izberimo § > 0, tako da
bo za |z — y| < ¢ veljalo |Fy(z) — Fy(y)| < €. Vzemimo enaki funkciji fis
kot v Izreku 1.11. Ker sta funkciji zvezni, iz predpostavke sledi

B(f-5(Y)) < liminf P(Y, < z) < limsup P(Y, < z) < B(fs(Y)).

n—roo
Nadalje iz izbire funkcij sledi

P(Y <z—¢) <liminf P(Y, < z) <limsup P(Y, <z) < P(Y <z +9).
n—00 N0
Ker je bil ¢ poljuben, iz zveznosti porazdelitvene funkecije v z sledi Fy, (z) —
Fy (), ko n — oc.

Obratno predpostavimo, da Fy, (z) — Fy(z), ko n — oo za vsako tocko
zveznosti Fy. Naj bo € > 0. Ker je Fy nepadajoca, so nezveznosti lahko
samo skoki, ki jih je najve¢ §tevno mnogo. Naj bo f omejena zvezna funkcija.
Oznagimo supremum te funkcije z M. Obstajata tocki zveznosti ¢ < b, da
je Fy(a) < € in Fy(b) > 1 — €. Zaradi zveznosti na [a,b] lahko najdemo
particijo a = 29 < 21 < --- < z, = b, tako da so vse tocke v particiji tocke
zveznosti Fy in funkeija f na [zy, Zx41] variira za manj kot za e. Funkeijo f
aproksimirajmo s funkcijo

0 zax <a
fi(x) =< flzy) zaz € (zpr, 2] 2ak=1,2,...,n.
0 za T > b.

Velja
|E(f<(Y)) = E(f(Y))| < e+2Me,

kot se hitro prepricamo. Po drugi strani je
B[ (V)] =Y fzr) (Fy,(2x) — Fy,(2r1)) -
k=1

Podobna vsota velja tudi za E [f¢(Y)]. Vsota je konéna, zato po predpostavki
obstaja dovolj velik N, da bozan > N

[E[f ¥ - E[f )| < e.



Po potrebi povecamo N, da bo zan > N veljalo Fy, (a) < €in Fy, (b) > 1—e.
Podobno kot za Y za n > N velja

|E(f(Ya)) = E(f(Ya))| < e+ 2Me,
Ko trikotni8ko zdruzimo nenakosti, bo za n > N veljalo

|E[f(Yo)] — E[f(Y)]] < 3¢+ 4Me.
Ker je bil € > 0 poljuben, je izrek dokazan.

S tem izrekom lahko centralni limitni izrek, glede na to, da je ® povsod

zvezna, napisemo kot
Sp — E(S,) 4

Vvar(S,) — 2

kjer je Z ~ N(0,1). Definicija konvergence v porazdelitvi pa ima tudi druge
prednosti, na samo da lahko elegantno povemo centralni limitni izrek.

Splosnejso definicijo konvergence v porazdelitvi lahko uporabimo mutatis
mutandis za vektorje.

DEFINICIJA: Zaporedje slu¢ajnih vektorjev Y1, Yo,... dimenzije r konvergi-
ra v porazdelitvi proti slu¢ajnemu vektorju Y, ée za vsako omejeno zvezno
funkcijo f: R” — R velja

Elf(Yn)] = E[f(Y)],

ko n — co. Matematiéna oznaka je
Y, Y,

ko n — oc.

Centralni limitni izrek ima tudi vektorsko varianto, ki jo tukaj samo nava-
jamo. Dokaz z milimi dodatnimi predpostavkami je podoben dokazu v eni
dimenziji, le pisanja in ocenjevanja je nekaj vec.

IzrREK 1.14: Naj bodo Y1,Ys, ... med sabo neodvisni, enako porazdeljeni
sluajni vektorji. Predpostavimo, da obstajata E(Y:) in X = var(Yy).
Ozna&imo S, =Y, +---+Y,. Velja

S”—_\/%(@ 4 N, 3),



ko n — oo.

Za namene statistike je pomembna naslednja posledica definicij.

Izrek 1.15: Naj Y, 4 Y, ko n — oo, kjer so vsi vektorji r-dimenzionalni.
Naj bo ¢: R" — R zvezna funkcija. Potem

B(Yn) > (),
ko n — oo.

Doxaz: Dokaz sledi iz preproste opazke, da je za vsako omejeno zvezno
funkcijo f kompozitum f o ¢ omejena zvezna funkcija in trditev sledi iz
definicije konvergence v porazdelitvi za vektorje.

PRIMER: Multinomska porazdelitev nastane pri metanju kroglic v katle.
Recimo, da je 8katel r, meti so med sabo neodvisni, i-to §katlo pa zadenemo
z verjetnostjo p;. Oznagimo z N;(n) &tevilo kroglic v gkatli 4 po n metih.
Definirajmo sluéajni vektor X® po komponentah s predpisom

< _ { 1 &e k-ta kroglica pade v i-to skatlo

0 sicer.

Zaradi neodvisnosti metov so tudi vektorji X, X ... med seboj neodvisni
in enako porazdeljeni. S temi definicijami je

Ni(n)

NQ.(") —XOLX® L. X

N,(n)
Iz definicij tudi sledi, da je

E(X0) = p,

kjer oznagimo p = (p1,...,p.)7. Ker je Xgl) indikatorska slu¢ajna spre-

menljivka, je
var (X‘El)) =pi(1-pi).

Opazimo, da za i # j velja X,gl)XAg.l) = 0, zato je
cov (X, X0) = —B (X) B (X{") = —pip;

9



Sledi
¥ = var (XM) = diag(ps, p2, - -, p-) — PP -

Zapi§imo
Nui(n)—nps
T
e _ A (XD 4 X 4. 4 XM — pp)
\/7_1 )
Ne(n)—npr
N
kjer je
1 1
A = diag T =y .
° <\/5o‘1 \/p—)
Po izrekih 1.14 in 1.15 velja, da
Ni(n)—npy
v |4 AX,
in

ko n — oo, kjer je X ~ N(0,X). Porazdelitev vektorja AX je tudi vetraz-
seZna normalna in sicer N (0, AEAT). Z mnoZenjem matrik sledi

ASAT =1 - qq7,

kjer je
T
a=(p1,---,vPr)" -

Norma vektorja q je enaka 1, zato je qq? idempotentna matrika in s tem
tudi I — qq” idempotentna matrika z rangom r — 1.

Ceje Z ~ N (0,1) in je H idempotentna matrika, je W = HZ ~ N (0, H).
Sledi, da je

W24+ 4+ W2 =WTW = (HZ)THZ = ZTHZ ~ x* (rang(H)) .
Sklepamo lahko, da velja

i = 3 IR & 1 i),

i=1

ko n — oco. Ta limitni rezultat ima 8iroko uporabo v statistiki.

10



&% PLeBISCIT 1990

Plebiscit o neodvisnosti Slovenije decembra 1990 je bil prelomni dogodek pri osamosva-
janju. Ko je takrat jeseni naras¢ala napetost, so mnogi nestrpno pricakovali rezultate
predplebiscitnih anket. Ena od odmevnejsih je bila SIM 90 (Slovensko javno mnenje
90), ki so jo izpeljali na Fakulteti za druzbene vede na Univerzi v Ljubljani.

Za kaj pravzaprav gre pri taki anketi? Pred plebiscitom je nemogoce ugotoviti
mnenje vsakega volivca, zato se je treba zateCi k izbiranju manjSega stevila enot iz
populacije voliveev. Izbrani skupini v statisti¢nem Zargonu pravimo vzorec. Anketa
SJM 90 je bila zasnovana na izbiri vzorca velikosti 2074 volivcev, od katerih se jih je
1306 nedvoumnno izreklo tako za samostojnost kot za odcepitev Slovenije. Natanéni
rezultati ankete so v spodnji tabeli *.

DA | NE | DruGO
Da 1306 | 11 34
NE 183 | 125 63

Drugo | 110 | 12 230

QDCEPITEY

Tabela 4.1: Tabela razultatov SITM90

Podatki iz vzorca kazejo, da se je velika veéina voliveev iz vzorca izrekla za neodvis-
nost Slovenije. Iz tega bi sklepali, da se bo tudi vecina vseh volilcev v Sloveniji odloéila
za neodvisnost. Ta sklep je sedaj, ko je rezultat plebiscita ze zdavnaj znan, o€iten.
Poskusimo pa se postaviti v ¢as jeseni 1990. Vzorec je zajel samo neznaten delez
celotnega volilnega telesa, komajda nekaj ve¢ kot 0,1% vseh upraviéencev. Skeptiki bi
se gotovo vpragali, ali lahko na podlagi tako neznatnega vzorca zanesljivo sklepamo o

1Vir: SIM90

L 1
104 @ Visoka Sola za podjetniStvo Piran




1537 Aaladtna mamailaniia vralicranaery T ol i iqls T
VO1jl CE10TIe popliacije voulveev. Ladaxo si aamlshmo, da bi se v vzorcu zna;

o

privrZzencev neodvisnosti ali preve¢ nasprotnikov. V takem primeru bi bila napoved
izida seveda napac¢na. Ali nam statistika lahko pomaga, da presodimo zanesljivost
napovedi na podlagi vzorénih podatkov? Odgovor je pritrdilen.

Prvi korak pri razmisljanju o zanesljivosti ocen na podlagi vzorca mora biti opis
naéina izbire vzorca ali, kot se temu pravi v statistiki, vzoréni na¢rt. Pri ustrezno
izpeljanih anketah je postopek izbire vzorca natanko predpisan. Poglejmo si nagin
vzorcenja pri anketah SJM, ki je bil uporabljen tudi za anketo o plebiscitu.

Okvir vzoréenja pri anketah SJM je centralni register prebivalstva, ki ga vzdrzuje
Statistiéni urad RS. Gre preprosto za primerno urejen seznam vseh prebivalcev Slovenije,
iz katerega zlahka dobimo tudi seznam vseh volivcev. Ta seznam je za potrebe
vzoréenja po geografskem kljuéu razdeljen na manjSe dele po 4200 volivcev. Tem
skupinam pravimo primarne vzoréne enote. Vsaka od teh manjsih skupin po 4200
voliveev je nadalje razdeljena na skupine po 100, spet po takem kljuéu, da volivci v
podskupini zivijo v skupnosti, kot je naselje ali vas. Tem manj$im skupinam pravimo
sekundarne vzoréne enote. Izbira vzorca SJM poteka v treh korakih:

1. Na prvem koraku anketarji naklju¢no izberejo 140 primarnih vzorénih enot, torej
140 skupin po 4200 volivcev.

2. Na drugem koraku so v vsaki na prvem koraku izbrani primarni vzoréni enoti
izbrane tri sekundarne vzoréne enote, torej tri skupine po 100 volivcev.

3. Na tretjem koraku nato anketarji v vsaki izbrani sekundarni vzoréni enoti naklj-
ucéno izberejo 5 volivcev.

Ce izradunamo, je na koncu v vzorec izbranih 140 - 3 - 5 = 2100 volivcev. Nato je
seveda treba z izbranimi volivci stopiti v stik in jih povpraSati po njihovem mnenju.
Izvajalci ankete na terenu imajo napotek, da od vsake izbrane osebe poskusijo dobiti
odgovor. Ce prvi poskus ni uspeden, anketarji poskudajo znova do najve¢ petkrat, ce
je to potrebno. Ce so vsi poskusi neuspesni, anketarji neznani odgovor obravnavajo
kot manjkajo¢i podatek. Torej, nalin vzoréenja je vnaprej doloen in anketarji se ga
morajo drzati. Drug pomemben dejavnik pri vzoréenju za SJM je, da je izbira enot
na vsakem koraku naklju¢na. Ni vnaprej doloeno, katere skupine ali podskupine ali
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je na tem mestu utemeljeno vprasanje, zakaj je treba uvesti tovrstno nakljuéno izbiro.
Razlog je v odpravljanju vsakrsne pristranosti pri izbiri vzorca. Nekako tako, kot da
bi pred jemanjem vzorca kapljice teko@ine iz steklenice le-to dobro pretresli. Vzorec iz
dobro pretresene steklenice mnogo bolje pokaze njeno vsebino, kot pa ¢e steklenice ne
bi pretresli.

Kot bomo videli v nadaljevanju, nain vzorcenja bistveno vpliva na zanesljivost
ocen. Na podlagi opisa vzoréenja lahko domnevamo, da so bili rezultati ankete SJM 90
precej zanesljivi, saj je bila “steklenica zelo dobro pretresena”. V naslednjem razdelku
si bomo ogledali, kako natanéneje opiSemo, do kolikSne mere lahko verjamemo, da
vzoréni rezultati zanesljivo odrazajo stanje v celotni populaciji.

&/ INDEKS CEN ZIVLJENJSKIH POTREBSCIN

Statistiéni urad Republike Slovenije vsak mesec objavi indeks cen Zivljenjskih potrebséin,
ki je eden od osnovnih indikatorjev inflacije. Osnovi za izra¢un tega indeksa sta:

1. Seznam najvaznejdih predmetov in storitev gospodinjske porabe in podatki o
vidini stroskov za posamezne postavke. Osnova za dolotitev obsega te porabe je
anketa o porabi v gospodinjstvih, ki jo izvaja Statistiéni urad RS.

2. Povpreéna porast cen na drobno za posamezne postavke s seznama.

Formula, ki jo Statisti¢ni urad RS uporablja za izra¢un tega indeksa, je

Ryl ALY S
2im1 Woi

Pri tem je kvocient p1;/po; porast cene na drobno za predmet ali storitev ¢ s seznama,
uteZz wy; pa je povpreéni delez stroskov, ki je namenjen za dani predmet ali storitev
glede na celotne izdatke v gospodinjstvu. Za primer navedimo, da gospodinjstva v
Sloveniji za hrano v povpre¢ju namenijo 23,1%? celotne mese¢ne porabe.

2Vir: Statistiéni letopis 1996, str. 234
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potrebne zato, ker morajo imeti predmeti ali storitve s seznama, za katere gospod-
injstva namenijo vedji delez izdatkov, pri dolofanju rasti Zivljenjskih strogkov veéjo
tezo. Podrazitev hrane ima na Zivljenjsko raven veéji vpliv kot, recimo, zviSanje cen
frizerskih storitev.

Ce zelimo zgornjo formulo uporabiti, moramo priti na dan z dejanskimi stevilkami.
Med drugim moramo za posamezne predmete ali storitve s seznama ugotoviti povpreéne
deleze porabe v gospodinjstvih. Ker bi bilo tezko spremljati porabo v vseh gospo-
dinjstvih, si Statistiéni urad RS pomaga z vzoréenjem. Gospodinjstva v Sloveniji so
popisana in urejena v popisne okoliSe. Za potrebe izbire vzorca so popisni okolisi
razdeljeni v 6 podskupin glede na lokacijo in tip. Te podskupine v statistiki imenujejo
stratumi.

Vzoréenje poteka v dveh korakih:

hna n ma la
93 U 1o

arnil formuli ne noevetili ozornocti Omeni
it O ¢ poZornoesil. unmenmim

v 111 Dose
O VOU PULT 9

1. Najprej v vsakem stratumu naklju¢no izberemo popisne okolise.

2. Na drugem koraku v vsakem izbranem popisnem okoliSu nakljuéno izberemo 5
gospodinjstev.

V vzorec je zajetih 3270 gospodinjstev. Stevilo popisnih okoliSev, izbranih na
prvem koraku, je tako, da v vsakem stratumu na koncu postopka izbire zajamemo
0,5% gospodinjstev. Statisticni urad RS izbranim gospodinjstvom razdeli vprasalnike
za vodenje evidence o porabi. Anketarji urada zberejo izpolnjene evidenéne vpragalnike
in na podlagi tako zbranih podatkov dolocijo deleZe porabe za posamezne predmete
ali storitve. Prej omenjenih 23,1% stroskov za hrano je ena od tako dobljenih ocen.

Seveda se moramo vpragati, do kolik§ne mere lahko ocenam na podlagi vzorca
zaupamo. Odgovor je odvisen od tega, kako dobro je bil vzoréni naért premisljen in ali
je sémo vzorenje bilo izvedeno z nadzorom. Element nakljuénosti je bistvena sestavina
vzoréenja, saj nam izkusnje iz preteklosti in teoreti¢na razmisljanja kaZejo, da tako
najbolje dosezemo nepristranost vzorénih ocen, poleg tega pa edino strog vzoréni nacrt
omogoda presojo o tem, kako zanesljiva je ocena. Brez nakljuéne izbire vzorca taka
presoja ni mozna. Velikost vzorca je izbrana tako, da so dobljeni vzoréni odstotki
dovolj zanesljivi za uporabo v formuli za izra¢un indeksa cen zivljenjskih potrebséin.

Rezultat zgornje formule za december 1996 je bil 1,3%.
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4 TIMSS v SLOVENLII

Naslednji primer, kjer zbiranje podatkov poteka z vzoréenjem, so raziskave uspesnosti
Solskih sistemov. Ucenci slovenskih osnovnih in srednjih $ol so vkljugeni v mednar-
odne primerjalne raziskave znanja matematike, naravoslovja, rac¢unalnistva, bralne
pismenosti in drugih podroéij znanja. V Sloveniji izvaja te primerjalne raziskave
Pedagoski institut v Ljubljani. Za opis postopka vzoréenja v teh raziskavah si iz-
berimo zadnjo izmed raziskav TIMSS, ki je potekala od leta 1991 in je bila koncéana
leta 1998. To raziskavo smo Ze srecali v prejsnjih poglavjih.

V jeziku prvega poglavja spadajo v populacijo, ki nas v tem primeru zanima, vsi
ucenci sedmih in osmih razredov slovenskih Sol. V letu 1995, ko je potekalo dejansko
vzorcenje, je bila ta populacija velika N = 54.965 uencev®. Iz praktiénih razlo-
gov je bilo izkljucenih 310 u€encev (vetinoma uéenci iz ol za slepe in slabovidne ter
podobnih), tako da je bila na koncu populacija, iz katere je bil izbran vzorec, velika
N = 54.655.

Zanima nas znanje matematike in naravoslovja pri uéencih iz opisane populacije.
Znanje je bilo merjeno z nalogami, ki so bile sestavljene posebej za TIMSS. Ce se spet
vrnemo k jeziku prvega poglavja, sta spremenljivki raven znanja matematike in raven
znanja naravoslovja posameznega ucenca. Ta ravni izrazimo kot $tevilo na posebnih
lestvicah, ki so premisljene tako, da omogocajo smiselno primerjavo med drzavami,
ki so bile vkljuéene v raziskavo. Za nas je v tem trenutku pomembno to, da vsaki
enoti v populaciji pripadata neki vrednosti, ki pomenita znanje matematike oziroma
naravoslovja.

Preden se lotimo opisa vzorcenja, se moramo seveda vpraSati, zakaj je vzoréenje
sploh potrebno. Populacija je dokaj velika, zato si ni tezko predstavljati, koliko dela
bi bilo z izvedbo preizkusanja znanja, ki bi zajela vse uéence v populaciji, da o vr-
toglavih stroskih tako velikega projekta sploh ne govorimo. Take raziskave za celotno
populacijo ucencev ni mogoce izpeljati iz povsem prakti¢nih razlogov. Resitev je v
vzoréenju. Iz celotne populacije izberemo manjii vzorec uéencev in povpreéno raven
znanja slovenskih sedmosolcev in osmosolcev ocenimo na podlagi znanja uéencev iz
tega vzorca. V raziskavi TIMSS je bilo v vzorec zajetih 5927 uéencev.

3Vir: Pedagoski institut Ljubljana
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Samo izbiranje vzorea je bilo mednarodno usklajeno in vnaprej predpisano. Vzorée-
nje ni potekalo z neposrednim izbiranjem ucencev, temveé posredno v dveh korakih. Na
prvem koraku so sodelavci Pedagoskega instituta med 455 osnovnimi Solami v Sloveniji
nakljuéno izbrali 150 Sol, in sicer tako, da so imele veéje Sole nekaj veé verjetnosti, da
bodo izbrane v vzorec. Tukaj besedo “nakljuéno” uporabljamo e v nekoliko ohlapnem
pomenu, kasneje pa bomo ta pojem tudi natanéneje opredelili. Ko so bile dole izbrane,
je bil naslednji korak izbiranje razreda. Izbira je bila spet nakljuéna, in sicer taka,
da je bil izbran po en 7. in en 8. razred na vsaki Soli, ki je bila izbrana na prvem
koraku. V konénem vzorcu so bili zajeti vsi ucenci iz izbranih razredov, torej zgoraj
omenjenih 5927 uéencev. Takemu naé¢inu izbiranja vzorca statistiki pravijo “vzoréenje
v skupinicah”, ker izbiramo celotne skupinice enot, v tem primeru razrede. Vsi izbrani
ucenci so reSevali izbrane naloge in na podlagi njihovih odgovorov je bila ocenjena
povpreéna raven znanja matematike oziroma naravoslovja vseh slovenskih sedmo3ol-
cev in osmosolcev.

Tudi tukaj si moramo zastaviti vprasanje o zanesljivosti dobljenih ocen. Raziskava
je zajela samo okrog 10% vseh uéencev iz opisane populacije in na podlagi njihovih
rezultatov je bila potem ocenjena raven znanja za celotno populacijo. Do kolikdne mere
je to utemeljeno? Kako opisati zanesljivost ocen? Na to vpradanje bomo odgovorili v
razdelkih, ki sledijo.

444 PREDSEDNISKE VOLITVE V ZDA LETA 1936

Kot zadnji primer vzoréenja si oglejmo znamenito anketo, kjer so 8le stvari pri napove-
dovanju izida volitev zelo hudo narobe. Pred predsedniskimi volitvami v ZDA leta 1936
je prestiZna revija Literary Digest na podlagi obsezne ankete napovedala zmagovalca.
Danes vemo, da je bil na omenjenih volitvah s precejdnjo veéino izvoljen Franklin D.
Roosevelt, revija pa je takrat napovedala, da bo zmagal njegov republikanski tekmec
Alfred Landon. V tabeli 4.2 so vsebovane napovedi revije Literary Digest in dejanski
rezultati. Jasno je, da anketa ni mogla zajeti vseh volivecev v ZDA leta 1936, zato je
bilo treba izbrati vzorec. Vzoree, ki so ga izbrali anketarji revije Literary Digest, je
bil najvedji, kar so jih sploh kdaj izbrali, in je vseboval 2,4 milijona oseb. Kljub tako
velikemu vzorcu pa se je napoved razlikovala od dejanskega rezultata za skoraj 20%!
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F. D. Roosevelt 43% 62%
A. Landon 57% 38%

Tabela 4.2: Napovedi in rezultati predsedniskih volitev v ZDA leta 1936

Zanimivo je seveda vpraSanje, kaj je povzrocilo tako zelo zgreSeno napoved. Ce
Zelimo dobiti odgovor na to vpraganje, si moramo ogledati, kako je bil vzorec izbran.
Izvor za izbiro volivcev v vzorec so bili seznami naroénikov revije Literary Digest,
telefonski imeniki, seznami ¢lanov elitnih klubov in podobno. Vprasalnike so poslali
izbranim osebam po posti, in sicer kar 10 milijonom, odgovorilo pa je samo 2,4 mil-
ijona naslovnikov, kar je Ze razlog za previdnost. Ce pomislimo, da je bilo leto 1936
najbolj ¢rno leto velike depresije in je bilo v ZDA 11 milijonov brezposelnih, nam takoj
pade v oéi, da od le-teh velika veina ni imela telefona in torej njihova imena niso bila
v telefonskem imeniku ali na seznamu ¢lanov kakinega elitnega kluba. Ce Se pomis-
limo, da republikansko stranko v ZDA po pravilu podpirajo bogatejsi sloji, je eden od
razlogov za slabe napovedi na dlani. Anketa je bila Ze vnaprej naértovana tako, da
so bili v vzorec zajeti tisti, ki so tudi med depresijo imeli kaj pod palcem. Velikost
vzorca seveda ni pomagala, ker se je samo ponavljala ena in ista napaka. V vzorcu
se je vedno znova znaslo ve¢ republikanskih voliveev kot pa podpornikov predsednika
Roosevelta. V statisti¢nem Zargonu bi lahko rekli, da je bil vzoréni naért pri tej anketi
slab, z drugimi besedami, naéin izbire vzorca je bil slabo premisljen. Se bolj primerna
izjava bi bila, da vzorénega nacrta sploh ni bilo. Revija Literary Digest se je kmalu
po volitvah 1936 znagla v stecaju.

Kot zanimivost lahko povemo 3e to, da je v istem ¢asu mladi statistik George Gallup
na podlagi vzorca velikosti 5000 oseb napovedal zmago F. D. Roosevelta s 56% glasov.
Se bolj zanimivo je to, da je George Gallup napovedal tudi napoved revije Literary
Digest, Se preden jo je ta objavila. Izbral je vzorec velikosti 3000 izmed tistih, ki so
prejeli vprasalnike, in na podlagi izbranega vzorca napovedal, da bo napoved 44% za
Roosevelta. Res ne bi bilo treba izbirati vzorca velikosti 2,4 milijonal

1
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Pogosto je nemogoce zbrati podatke o vrednostih spremenljivke
za vse enote v populaciji. Zato iz populacije izberemo vzorec, ki
zajema le njen manjsi del. Iz vrednosti spremenljivke za enote
v vzorcu potem ocenimo Zelene koliéine, na primer povpreéno
vrednost spremenljivke ali odstotek enot z doloEeno lastnostjo,
za celotno populacijo. Ce nas zanima povpreéna vrednost spre-
menljivke za celotno populacijo, kot oceno za to koliéino vza-
memo povpreéno vrednost spremenljivke za enote v vzorcu. Ce
nas zanima odstotek enot v populaciji z neko lastnostjo, za oceno
tega odstotka vzamemo odstotek enot v vzoreu, ki imajo izbrano
lastnost.

Vzoréni naért je vnaprej predpisan postopek izbiranja vzorca iz
vnapre] doloéene in natanéno opredeljene populacije. Ce jeizbira
enot ali skupin enot nakljuéna, potem takemu vzoréenju pravi-
mo wverjetnostno vzorcéenje. Z vpeljavo nakljuénosti se najbolje
izognemo pristranosti.

2.{ @ ENOSTAVNO SLUCAJINO VZORCENJE

424 POJEM ENOSTAVNEGA SLUCAINEGA VZORCA

Iz primerov v prejsnjem razdelku, posebej iz zadnjega, je razvidno, da je nacin izbire
vzorca zelo pomemben. V tem razdelku si bomo ogledali najpreprostejsi vzoréni naért:
enostavno sluéajno vzoréenje. Ceprav se ta tip vzoréenja v dejanskih anketah redko
uporablja, je sestavni del mnogih, tudi bolj zapletenih vzorénih nacrtov, poleg tega
njem najbolj razviden pojem standardne napake. Za okvir razmisljanja
vzemimo populacijo velikosti N, iz katere Zelimo izbrati vzorec velikosti n. Zamislimo
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