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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4, ° °
D. ° °
0. °
Skupaj | e o o o
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1. (20) V r skatel vrzemo n kroglic. Meti so med seboj neodvisni in vsaka kroglica
pristane v posamezni Skatli z verjetnostjo 1/r. Privzemimo, da je n > 2r. Za i =
1,2,...,r naj bo A; dogodek, da i-ta skatla vsebuje natanko dve kroglici.

a. (10) Za i < r izracunajte verjetnost P(A; N Ay NN A;).

Resitev: najprej izberemo pare metov, pri katerih kroglica pristane v skatlah
1,2,...,2. To lahko naredimo na

B ) e

nacinov, pri éemer se drzimo dogovora 0! = 1. Preostalih n — 2i kroglic pa mora
pristati v preostalih v — i skatlah. Zaradi neoduvisnosti je

n! 1 2i r—i n—2i
Panan-nd) =t (o) ()

pri cemer se dogovorimo, da je 0¥ = 1.

b. (10) Koliksna je verjetnost, da nobena skatla ne bo vsebovala natan¢no dveh
kroglic? Vsot in binomskih simbolov vam ni treba poenostavljati.

Resitev: dogodek, da vsaj ena Skatla vsebuje natanko dve kroglici, je U;_j A;. Po
formuli za vkljucitve in izkljucitve je

iskana verjetnost pa je

() =S (it () (5)
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2. (20) Iz posode, v kateri je sprva a belih in b > 2 ¢rnih kroglic, na slepo vlecemo
kroglice. Vsakic, ko izvlecemo kroglico, jo ne glede na njeno barvo zamenjamo z belo
kroglico. Vlecenja so med seboj neodvisna. Naj bo X Stevilo izvlecenih kroglic do
vkljuéno prve ¢rne, Y pa naj bo stevilo kroglic med prvo in drugo izvle¢eno ¢rno,
vklju¢éno z drugo, ne pa tudi s prvo ¢rno kroglico.

a. (10) Poiscite skupno porazdelitev slucajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: mozne vrednosti slucagnega vektorja (X,Y') so vsi celostevilski pari (k, 1)
s k,l > 1. Dogodek {X = k,Y =1} se zgodi, ¢e najprej izvlecemo k — 1 belih
kroglic, nato ¢rno kroglico, nato | — 1 belih kroglic in nazadnje ¢rno kroglico.
Torej velja

P(X:k:,Y:l):( ¢ )kl b (a+1>“ b—1

a+b “a+b \a+b a+b’

kar se poenostavi v

a*Y(a +1)=1b(b — 1)

P(X =kY =1)= CEDE

Z drugimi besedami, X in'Y sta neodvisni z X ~ Geom(a%b) ny ~ Geom(%).

b. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Z = X + Y.

Resitev: za n > 2 izracunamo

n—1
P(Z=n)=)Y P(X=kY =n-k)
k=1
n—1

(a+b)" — o
b(b—1)(a+1)"2 (a+1)"" —ar?
(a+b) (a+1)"2
b(b—1) . -
oy (et =)
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3. (20) Naj bosta X in Y neodvisni slu¢ajni spremenljivki z

1
X ~T(a,1) in YwF(a—l—é,l).

(U, V) = (2@ 2@) .

a. (10) Izracunajte gostoto slucajnega vektorja (U, V).

® (2\/% 2

Z mverzom
-~ VU
O (u,v) = (—, —) :
u 4

Poleg tega imata preslikavi ® and ®=1 obe zvezne parcialne odvode. Izracunajmo

Definirajmo

Resitev: preslikava

je bijektivna na (0, 00)?

v

1
@ v
J@1(u,v):det(}lv ! > =g

Po transformacijski formuli je
1 v\l .y fUVNYTS _we U
uU,v) = ———~ ( — e u (— e 4 —
fuy () T(a)T(a+ 3) <u) ( 4 ) 2u
za vse u,v > 0; drugje lahko postavimo fyy(u,v) = 0. Gostota se poenostavi v

1
4oT(a)T(a+ 1)

1 u v
203 L o= FTu .

_1
u 2-v

fU,V(% U) =

b. (10) Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke V', pri ¢emer jo eksplicitno
poimenujte.

Namig: kot znano lahko privzamete, da za poljubna o, B > 0 velja
<1 _ B T a9
— e T ds = 4[| — e 2V,
/0 NG \/;

Resitev: za v > 0 izracunajmo

1
?)2&75 o] 1

fv(v)

— ﬁ . U2a—1€—v
22011 (a)T'(a + 1) ’
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medtem ko lahko za v < 0 seveda postavimo fy(v) = 0. Konstantni faktor lahko
ignoriramo in razberemo, da je V ~ I'(2a,1).

Opomba: s primerjavo konstant pri gostoti pa dobimo Legendrovo podvojitveno
formulo

['(2a) = % 227 1T(a) T <a + %) :
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4. (20) Predpostavljajte, da imate po m od vsake od n razliénih ¢rk. Oznacimo ¢rke
z 1,2,...,n. Na zacetku so ¢rke urejene po velikosti kot 1111...1222...2333...nnn.
Nato vseh mn ¢rk nakljuéno permutiramo, tako da je vseh (mn)! vrstnih redov enako
verjetnih. Definirajte kot posploseno fiksno tocko permutacije vsak zacetni polozaj
1=1,2,...,mn, na katerem je po permutaciji ¢rka istega tipa. Oznacite z X slucajno
Stevilo posplosenih fiksnih tock.!

a. (10) Izracunajte F(X).
Resitev: Za k =1,...,mn definiramo

| 1 ce je poloZaj k posplosena fiksna tocka
7 0 sicer.

Ocitno je X =11 + -+ Lyn. Zavsek=1,...,mn je E(Iy) = E(I;) =
P(I; = 1). Ker je permutacij, pri katerih je na prvem mestu 1, natanko
m(mn — 1)!, velja
1
Sestejemo in dobimo
E(X)=m.

b. (10) Izracunajte var(X).
Namig: pazite, niso vse kovariance enake.
Resitev:

Prvi na¢in. Za vse k # 1 izracunajmo cov(Ig, I;), za kar najprej izracunamo
E(ID)) = P(I, = 1,1, = 1). Za mn(m — 1) parov (k,l) je to enako

1 m-1 n—1
PL=1L=1)=—" torej L,))=————"—
( 1 y 42 ) n mn—1" orej COV( 1) 2) n2(mn — 1) )
za m*n(n — 1) parov (k,1) pa je to enako
m 1

1
P(Iy =1 Ip = 1) = = torej  cov(ly, Ini1) =

mn—1’ n2(mn —1)
Sledi
1 1 n—1 1
X)=mn—-(1-=)— —1 2n(n — 1) ———
var(X) mnn( n) mn(m )n2(mn_1)+mn(n )n2(mn—1)
mn(n — 1) m—1 m
- 1—
n? ( mn—1+mn—1)
m2(n —1)

mn — 1

'Povzeto po A. De Moivre, Doctrine of Chances, Frank Cass and Company, 1738, Problem XXXV,
str. 98.

(&
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Drugi na¢in. Sestejemo

E(X?) =) "> E(X:X;)
i=1 j=1
e fmnm—1)—" T ). T
n n(mn — 1) n(mn — 1)
_ m*(mn+n—2)
B mn — 1 ’

nakar izracunamo

9

mn — 1

var(X) = E(X?) — (B(X))* = m? (% B 1) _m’(n—1)

kar je isto kot pri prvem nacinu.
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5. (20) Naj bo Zy, Z1,... proces razvejanja. Slucajno stevilo Y potomcev vsakega
posameznika naj ima porazdelitev

P(Y =k) =270+
zak=0,1,...

a. (10) Z matematicno indukcijo pokazite, da je rodovna funkcija G, (s) spre-

menljivke Z,, enaka
n—(n—1)s

Gn(s) =

n+1l-—ns
Resitev: Najprej 1zracunamo

1

G(s) = Gy(s) = Z o—(k+1) gk _ Tt

k=0

torej trditev drzi za n = 1. Predpostavimo zdaj, da trditev drZi za neki n. Velja

Grya(s) = Gu(Gi(s))

n—(n—1)G(s)
- n+1—nG(s)

n—(n—1)3
B n+1—ny-

:n(2—s)—(n—1)
m+1)(2—s)—n

~ (n+1)—mns

n+2—-(n+1)s’

s ¢imer je indukcijski korak zakljucen.

b. (10) Izracunajte E(Y), P(Z, = 0) in n = P(proces izumre). Kako se to ujema
s teorijo?

Resitev: Vemo, da je E(Y') = G'(1). Velja

torej je E(Y') = 1. Vemo tudi, da je P(Z, =0) = G,(0), in iz tocke a. dobimo

Od tod sledi
P(proces izumre) = lim P(Z, =0)=1,

n—0o0

kar lahko izracunamo tudi kot prvo resitev enacbe 7 = s na intervalu [0,1]. Ta
enacba pa se prevede na kvadratno enacbo s> —2s +1 =0, ki ima edino resitev
s =1.

Splosna teorija za primer, ko je E(Y) =1 in P(Z; = 0) > 0, napoveduge, da bo
rodbina izumrla z verjetnostjo 1; namesto da je P(Z; = 0) > 0, pa lahko opazimo
tudi, da je G"(1) > 0. Na ta nacin se zgornji rezultat ujema s splosno teorijo.
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6. (20) Iz posode, v kateri je sprva a belih in b ¢rnih kroglic, na slepo vle¢emo kroglice.
Vsaki¢, ko izvlecemo kroglico, jo ne glede na njeno barvo zamenjamo z belo kroglico.
Vlecenja so med seboj neodvisna. Naj bo X, ; stevilo izvlecenih kroglic do vklju¢no
zadnje ¢rne. Oznacimo e, = E(X,p) in vgp = var(X,p).

a. (5) Naj bo Z stevilo izvlecenih kroglic do vkljuéno prve ¢rne. Dokazite, da sta
Z in X, — Z neodvisni ter da ima X, ;, — Z isto porazdelitev kot X,i14_1.

Resitev: ko izvlecemo prvo ¢rno kroglico, v posodi ostane Se a + 1 belih in b — 1
¢rnih kroglic. Na dogodku {Z = k} je Xop — Z = Xap — k Stevilo preostalih
wzvlecenth kroglic do vkljuéno prve ¢érne. Zaradi neodvisnosti se pogojna po-
razdelitev slucajne spremenljivke X, ,—Z glede na {X = k} ujema s porazdelitvijo
slu¢ajne spremenljivke X,y1-1, ne glede na k. To pa pomeni, da sta X,p — Z
in Z neodvisni, Xqp — Z pa ima isto porazdelitev kot X,q1p-1.

b. (10) Izracunajte e, ;. Dovolj je, da resitev zapisete kot vsoto.
Resitev: pisimo
ea,b = E(Xa,b) = E(Z) + E(Xa,b — Z) .
Ker je Z ~ Geom(b/(a + 1)), velja

a+b
BZ)="7",

drugo pricakovano vrednost pa lahko dobimo iz tocke a. Zgornja formula tako

dobi obliko

a—+b
€ab = + €a+1,b—1 -

Z iteriranjem dobimo

a+b+a+b+ +a—|—b+

ea — e ea o .
b b b1 9 +b—1,1
Velja
1
Xotv—11 ~ Geom
s om (1)

m zato

eatrb—11 = E(Xayp—11) =a+b.
Konéno je

b

1

6ab— Cl+b ZE
k=1

c. (5) Naj bo v, = var(X,;). Pokazite, da je

a(a +b)
b2

Vgp = + Vat1-1,

in izracunajte v,y. Ponovno je dovolj, da resite zapisete kot vsoto.
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Resitev: ker je varianca vsote neodvisnih slucajnih spremenljivk vsota njihovih
varianc, velja

a(a +b)

Va,b = V&I‘(Z) + VaI‘(Xa’b — Z) = b—2 + Va+1,b—1 -
Z iteriranjem dobimo
ala+b)  (a+1)(a+Db) (a+b—2)(a+Db)
Ua,b = b2 + (b . 1>2 + T + 22 + Ua'i‘b—].,l .

Spomnimo se, kako je porazdeljena slucajna spremenljivka Xq1p—11, kar nam da
Va+b-1,1 = Var(Xaer,Ll) = (a + b) (Cl +b— 1) .

Koncno je

b b b

+b—k 1 1

Ua,b:<a+b)g GT Cl"‘b E k——a—l—b E E
k=1 k=1

k=1

10



