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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4, ° °
D. ° °
0. ° °
Skupaj | e o o o
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1. (20) Stirim igralcem razdelimo po pet kart z dobro premesanega kupa standardnih
52 kart. Kraljeva lestvica (angl. royal flush) pomeni, da igralec dobi asa, kralja, damo,
fanta in desetico iste barve.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da nobeden od igralcev ne dobi kraljeve lestvice.
Binomskih simbolov vam ni treba poenostavljati.

Resitev: za i = 1,2,3,4 oznacimo A; = {i-ti igralec dobi kraljevo lestvico}.
Velja:

1
P(A) =4+ -,
=4

1
P(A NAy) =4-3.

GIGA
1
PA1 A2 As :4'3'2'm7
(410 4: 0 4a) ) (%)
1

PAl A2 Ag A4 =4-3-2-1- NNV
AnAndndy OO

Iskana verjetnost je 1 — P(U?:1 AZ-). Iz nacela vkljucitev in wzkljucitev ter sime-
trige dobimo

4
P (U AZ-) =4P(A)—6P(AINAy)+4P(ANANA3)—P(AINANA3NAY),
=1

1skana verjetnost pa je
16 n 72 _ 96 L 24
) HE) GEE) GEEE)

Numericéni rezultat je 1 — 6,16 - 1075,

1—

b. (10) Eden od igralcev je gospod Lancelot. Izrac¢unajte pogojno verjetnost, da
gospod Lancelot dobi kraljevo lestvico, ¢e vemo, da je kraljevo lestvico dobil vsaj
eden od igralcev.

Resitev: naj bo B dogodek, da vsaj eden od igralcev dobi barvno lestvico, A pa
naj bo dogodek, da jo dobi gospod Lancelot. Velja

L g6 % 24
() ) HE GEGE) GEEE)
in AN B = A. Iskana pogojna verjetnost je torej enaka P(A)/P(B). Numeric¢ni
rezultat je 0,25000073.

P(A) =4
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2. (20) Naj bodo X7, X, ... neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene geome-
trijsko Geom(p), tj.
P(Xi=7)=p¢ ", r=1,2,...,

kjer je ¢ =1 —p. Oznacimo Sy = X; + Xo + - + Xj.
a. (10) Za vse 1 < k < n izracunajte P(Sy = n).

Resitev: ker so vsote neodvisnih slucajnih spremenljivk, porazdeljenth geometri-
jsko z istim parametrom, porazdeljene negativno binomsko, je Sy ~ NegBin(k, p),
torej

P(Sy =n) = <” B 1) ol

b. (10) Za vsak n > 1 izracunajte

fnzP(Sk:nzanekik:1,2,...,n).

Resitev: pisimo
Jn= P(UZ:l{Sk = n})

i opazimo, da so dogodki v uniji disjunktni. Torej je
fo=)Y_P(Sp=mn).
k=1

Z uporabo rezultata prve tocke in binomske formule dobimo

" /n—1 _

k=1
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3. (20) Slucajni vektor (U, X,Y") naj bo porazdeljen zvezno z gostoto

flua,y) = — e
Uy T, Y) = —F————=¢ 2w e 20-u
Y T/ ud (1l —u)3

zau € (0,1) in z,y > 0; drugje naj bo gostota enaka ni¢. Definirajmo

X Y
vU v1-U

a. (10) Izracunajte gostoto porazdelitve slucajnega vektorja (U, W, Z). So slucajne
spremenljivke U, W in Z neodvisne?

Resitev: definirajmo funkcijo

u? x? = u? 7
Y Vu' /1T —u
in opazimo, da ® preslika mnozico (0,1) x (0,00) x (0, 00) bijektivno samo vase,

mverz pa je enak
O u,w, z) = (u, wyvu, zv1 — u) ,
od koder sledi Jp-1(u,w, z) = \/u(l — u). Transformacijska formula nam da

[

1 - w? z

fowa(uw,z) = YL W2 2 AT,
T/ ud (1l —u)3

kar se poenostavi v

Wz w2 22
2

fowz(u,w,z2) = ————=¢€ 2 ¢
el ) T/ u(l — u)

1z tega razberemo, da so U, W in Z neodvisne.

b. (10) Izracunajte gostoto slucajnega vektorja (U,Y) = (U, Z\1 — U) in slucajne
spremenljivke Y.

Namig: pri racunanju robne gostote uporabite novo spremenljivko

NG
V1i—u

=0.

Resitev: ker je [ w e~ 2dw = 1, ima sluéajni vektor (U, Z) gostoto

M

A

e 7.
Iz transformacijske formule za preslikavo ®(u, z) = (u, vV1ii—u- z) dobimo

fuy (u,y) = fU,Z(%y/V L= u) ' 1_

i

1



Verjetnost, 2020/21, M. Perman, M. Rai¢

Slednji enakosti se zdruZita v

Yy y2

foy(uy) = ——L— enl=w
y (4:9) T/ u(l —u)3

Gostota slucajne spremenljivke Y je robna gostota, kar pomeni, da moramo
zgornjo gostoto integrirati po u. Skladno z namigom wvedemo novo spremenljivko

i dobimo

Koncno je

Vi

=
vV1—u
d 1
Y = dv m =142.
2/ u(l —u)3 1—u

21
= (A 2 . —
V2 2y
2 2
g e 2 ,

V271

seveda za y > 0; drugje je gostota enaka nic.
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4. (20) V zaporedju neodvisnih metov postenega kovanca naj bo X stevilo metov do
prve pojavitve vzorca GG, Y pa naj bo stevilo metov do druge pojavitve tega vzorca.
Primera:

GSSGGSSSGSGG X=5 Y=12
GSSGSSGSSGGG X=11, Y =12

a. (10) Izracunajte F(X).

Resitev: definirajmo dogodke By = {prvi met je S},
= {prva dva meta sta GS} in By = {prva dva meta sta GG}. Velja

EX|B) =14+ FE(X), E(X|By)=2+E(X) in E(X|B3) =
Formula za popolno pricakovano vrednost nam da
EX)=3(1+EX))+1(2+E(X))+75-2.
Resimo linearno enacbo in dobimo E(X) = 6.
b. (10) Izracunajte E(Y — X).
Resitev: za k =2,3,... definiramo

By ={X =k, (k+1)-ti met je G}

m
Cr = {X =k, (k + 1)-ti met je S}.
Velja
EY-X|By)=1 in EY —X|Cy) =1+ E(X).
Dogodki Bs, Bs, ...,Cs,Cs, ... tvorijo particijo in formula za popolno pricakova-

no vrednost nam da
=> P(By)+ Y _ (1+E(X))P(Cy).
k=2 k=2

= P(Cy) in ker ti dogodki tvorijo particijo, je > -, P(By) =
ey P(Cy) = 5. Sledi

E(Y - X)=1+1B(X)=4.



Verjetnost, 2020/21, M. Perman, M. Rai¢

5. (20) Naj bosta X in Y neodvisni nenegativni celostevilski slu¢ajni spremenljivki z
isto porazdelitvijo. Za k > 1 naj velja

P(X =k)=  P(X+Y =k 1),

Naj bo G rodovna funkcija spremenljivk X in Y.

a. (10) Poiscite enacbo, ki ji zadoSca ta rodovna funkcija..

k

Resitev: pomnozimo obe strani dane zveze z s in sesteyjmo po k > 1. Ce

oznacimo P(X = 0) = p, velja

ZP k)s® = Gx(s) —p

m
1
D PX+Y =k 1)s = ZGXer(S).
k=1

Ker imata X in'Y isto porazdelitev, velja Gx,y(s) = G(s)?. Iskana enacba je

G(s) —p =7 Gls)".

b. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y.

Namig: upostevajte, da je G(1) =1, in uporabite Newtonov razvoj:

Vi—z= g <1/2)x o |x| < 1.

Regsitev: ker je G(1) = 1, nam enacba iz prve tocke da
1
4 Y

torej p = %. Zdaj pa to vstavimo v zvezo in jo resimo:

G(s):2<1i 1—34—5>'

S

l1—-p=

Ker morajo biti koeficienti v razvoju nenegativni in ker je (—1)* (1/2) < 0 za vse
k=1,2,3,..., je pravilna izbira negativni predznak korena. Razvoj v potencno
vrsto nam tako da
= _(1/2 g 3Eshl
6= Y 2(47) -

k=1

P(X =k)= 2<k1f1) (—1)k G)kﬂ .

i koncno
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6. (20) Naj bodo Xy, X»,... neodvisne slucajne spremenljivke z X; ~ Geom(p). Za
k > 1 oznatimo S, = X; + Xo + - - - + X}.

a. (10) Izberimo fiksen n > 1 in definirajmo By = {Sy < n, Sp41 > n}. Izracunajte
P(By).

Namiga:

o By, =U" {Sk =1,Sk41 >n};

° (é:ll) + (l?) = (li) (pri dogovoru, da je (,i) =0, cejek <0alik>1).

Regitev: vemo, da je S, ~ NegBin(k,p). Oznacimo q = 1 — p. Iz neodvisnosti
sledsi

P(By) = P(Sy < n,Sky1 > n)

=> P(Sk=1Xpp1 >n—1)
I=k
= P(Sy =1)P(Xpp1 >n—1)
I=k
_n D=1\ & imk ne
—Z(k_1>pq q
I=k
" (1-1
_ k n—k
=g Z(k_l)-
I=k
Zdaj pa uporabimo drugi namig in to prepisemo v obliki
[/l I—1
P(B — k _n—k o
o= 3| () - ()
~ haek | (M) k—1
- |() - ()
_kon—k [T
e (}).

b. (10) Za k < n izracunajte pogojno porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Sy 1 —n
glede na By.
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Resitev: Fiksirajmo m > 1 in izracunajmo
P({Skt1 —n=m}NBy) = zn:P({SkH —n=m}N{Sy=1})
1=k
= zn:P({SkH =m+n—1}N{S =1})
1=k
— Z;pqmw—l—l <Ii : 11>pkql—k;
_ L gmnk-1 ; (Ii;_— 11>

— k+1 _m+n—k—1 n

P(Sg41 —n=m|By) =pg™ ",

Torej je

in iskana pogojna porazdelitev je Geom(p).



