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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.
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1. (20) Vrzemo tri kovance. Privzemimo, da so meti med seboj neodvisni, verjetnosti,
da pade grb, pa niso nujno enake. Naj bo A dogodek, da se na prvem kovancu pojavi
grb, B pa dogodek, da se grb pojavi na natanko dveh kovancih.

a. (10) Recimo, da so vsi trije kovanci poSteni, da je torej verjetnost za grb za vse
kovance enaka p = 1/2. Sta dogodka A in B neodvisna?

Resitev: glej resitev za b.

b. (10) Recimo, da je prvi kovanec posten, druga dva pa ne: na vsakem od njiju se
grb pojavi z verjetnostjo p # 1/2. Pri katerih p sta A in B neodvisna?

Resitev: velja:

P(B) =p(1—p)+ 3p* = p — 5p°
P(ANB) =p(l—-p)

Ce naj bosta dogodka A in B neodvisna, mora veljati P(AN B) = P(A) P(B),

torey:
p—p*=3p—1p°
=5 =0
p(Bp—2)=0

Dogodka sta torej neodvisna le prip =0 in p = %
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2. (20) Zakoncema Lovru in Sanji za¢ne piskati pecica. Lovro ustavlja piskanje po
lihih, Sanja pa po sodih piskih. Vsaki¢, ko stevilo piskov doseze sodo stevilo, Sanja
ustavi piskanje z verjetnostjo 1/3. Lovro pa vsakié¢, ko stevilo piskov doseze stevilo
2k — 1, ustavi piskanje z verjetnostjo 1/(k + 3). Privzamemo, da zakonca pecico
ustavljata neodvisno. Naj bo X stevilo piskov.

a. (10) Za vse n = 1,2,3,... izracunajte P(X > n).

Resitev: dogodek {X > n} pomeni, da do vkljucno n-tega piska pecice ni ustavil
nobeden od zakoncev. Ce je n = 2k — 1 lih, je

32 4 2 k+1 2 k+2 3 /2\""
P(X > — e e — e C— = —
(X>n)=713573 k+2 3 k+3 k+3(3) :
ce je n = 2k sod, pa je
3 /2\"
P(X>n)=—|(2
(X >n) k+3(3)
b. (10) Izracunajte E(X).
Pomoc: za—1<x§1veljaln(1+:c):x—§+§—§—l—---
Resitev: 1z .
X=1+> 1(X>n)
n=1
dobimo
E(X)=1+) P(X >n)
n=1
=1+ P(X>2k—1)+> P(X >2k)
k=1 k=1
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3. (20) Naj bodo X, Y in Z neodvisne standardne normalne slu¢ajne spremenljivke.

a. (10) Izracunajte gostoto slucajne spremenljivke W = /(X —Y)2 + 222

Namig: za slucajno spremenljivko T, ki je porazdeljena normalno N(0, 0?), velja

T2~ T(L, 5h)

27 202

Resitev: razlika X — Y je neodvisna od Zv/2. Obe slucajni spremenljivki sta
porazdeljeni normalno N(0,2), torej sta njuna kvadrata neodvisna in imata po-
razdelitev F(%,}l). Njuna vsota S = (X —Y)? + 272 pa ima porazdelitev
F(l, %1) = exp(%). Porazdelitev Zelene slucajne spremenljivke W = /S lahko
dobimo po transformacijski formuli: za w > 0 velja

w2

fw(w) = 2w fs(w?) = %6_7 ,

medtem ko lahko za w < 0 postavimo fy (w) = 0. To pa lahko dobimo tudi iz
kumulativne porazdelitvene funkcije: za w > 0 velja

w2

Fy(w)=PW <w)=P(S<w’)=1-¢ 1
in z odvajanjem za w > 0 dobimo natancno gostoto fy .
b. (5) Pokazite, da so X +Y, X —Y in Z neodvisne.

Resitev: pokazimo najprej neodvisnost slucajnih spremenljivk Q@ := X +Y in
R:= X =Y. Preslikava

O(z,y) = (v +y, v —y)

bijektivno preslika ravnino R? samo vase, je parcialno zvezno odvedljiva in ima

muerz
_ q+r q—r
o1 =
(q7/r.) ( 2 ) 2 ) )

ki je prav tako parcialno zvezno odvedljiv z Jp-1 = % Sluc¢ajni vektor (Q, R) je
torej porazdeljen zvezno z gostoto

1 q+r q—rT 1 242 1 & 2
—_ — = — 4 _ — 4 4
fo.r(q,7) 2fx( 5 )fY( 5 ) - C I

1z katere je razvidno, da sta @ in R neodvisni.

M

Ker so slucajne spremenljivke X, Y in Z neodvisne, je Z neodvisna od para
(X,Y), potem pa je neodvisna tudi od para (X +Y, X —Y) = (Q, R). Sledi, da
so X +Y, X =Y in Z res neodvisne.
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c. (5) Naj bo

X+Y+/(X-Y)2+222 v X+Y —/(X-Y)2+222
= 1n = .

2 2

U

[zracunajte gostoto sluc¢ajnega vektorja (U, V). Pri tem eksplicitno navedite, kje
je gostota razlicna od nic.

Resitev: velja (U, V) = & 1(Q, W) in lahko privzamemo, da je W > 0. Pres-
likava ®~' mnozico {(q,w) ; ¢ € R, w > 0} bijektivno preslika na mnoZico
{(u,v) ; u,v € R, v > 0}. Izven slednje mnoZice je torej gostota fuy enaka
ni¢, za u > v pa z uporabo neodvisnosti iz prejsnje tocke po transformacijski
formuli dobimo

U—V w2402

2\/Ee ’

fov(u,v) =2 folu+v) fw(u—v) =
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4. (20) Naj bo o permutacija mnozice {1,2,...,n}. Za element k > 2 pravimo, da je
tocka dviga permutacije o, ¢e je o(k — 1) < o(k). Privzemimo zdaj, da permutacijo
izberemo povsem nakljucno, torej da so vse mozne permutacije enako verjetne. Naj
bo X stevilo tock dviga te slucajne permutacije.

a. (10) Izracunajte E(X).

Resitev: za k = 2,3,...,n definiramo
{ 1 ce je k tocka dviga
I, = ,
0 sicer.

Veljo X = I, +---+ 1,.

Naj bodo ki, ks,.... k. € {1,2,...,n} razlicni indeksi. Slucajno permutacijo
o lahko dobimo tudi tako, da najprej dolo¢imo vrstni red slik o(ky),...,o(k.),
nakar mednje vrinemo o(k) za preostale indekse k. Pri vseh moznih vrstnih
redih 1zbranih slik lahko preostale vrinemo na enako mnogo nacinov, zato so vsi
mozni vrstni redi enako verjetni. Med drugim to pomeni tudi, da sta dogodka
{o(k =1) < a(k)} in{c(k—1) > o(k)} enako verjetna. Verjetnost, da je k
tocka dviga, je torej enaka % i sledi

n—1
E(X)= .
(x)="2
b. (10) Izracunajte var(X).
Resitev: nastavimo -
var(X) = Z Zcov(]k, L),
k=2 1=2

nakar lo¢imo tri primere:

(i) Ceje k=1, je cov(Iy, I;) = var(l) = 1.

(ii) Ce jel = k+ 1, najprej izracunamo verjetnost dogodka {I, = 1, Iy, = 1},
ki je ekvivalenten dogodku {o(k —1) < o(k) < o(k+ 1)}. Iz sklepanja v
resitvi prejsnje tocke dobimo, da je verjetnost tega dogodka enaka %, torej

11

je cov(ly, Iyt1) = § — 1 = —15. Enako velja tudi za k =1+ 1.

(i) Ce je |k — 1| > 1, pa si lahko predstavljamo, da najprej doloc¢imo, katera
izmed slik o(k — 1) in o(k) bo vecja ter katera izmed slik o(l — 1) in o(l)
bo vecja. Ne glede na izbiro imamo nato (3) = 6 mozZnosti za vrstni red
slik o(k — 1), o(k), o(l — 1) in o(l), nakar lahko mednje na 5-6---n
nacinov vrinemo preostale slike, spet ne glede na izbiro. Dobimo, da so
vse Stiri mozne kombinacije, katera izmed slik o(k — 1) in o(k) oziroma
o(l—1) in o(l) bo vecja, enako verjetne. Sledi, da sta dogodka {I;, = 1} in
{I; = 1} neodvisna, z njima pa tudi slucajni spremenljivki Iy in I;. Torej
je cov(Ig, I;) = 0.

Sestejemo in dobimo

n—1 2n—2) n+l
X — —_ = .
var(X) = — 12 12
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5. (20) Naj bo «a, f > 0. Za porazdelitev slucajne spremenljivke N, dano s

(o)

Pri tem je (a)r Pochhammerjev simbol, definiran z (a)g = 1 in
() = ala+1)---(a+ k —1). Naj bodo I, Is,... enako porazdeljene slucajne
spremenljivke z [; ~ Bernoulli(p), ki so neodvisne tako med seboj kot tudi od N.

P(N = k) =

zak=0,1,2,..., je

a. (10) Izracunajte porazdelitev slucajne vsote X = Iy + Iy + --- + Iy: za vse
k=0,1,2,... izracunajte P(X = k).

Resitev: po formuli je

Gx(s) = Gn(G1(5)) -

Vstavimo Gr,(s) =1 —p+ ps in dobimo

_ B "
Gx(s) = (1+6—1—|—p—ps) '

Izraz nekoliko predelamo v

B/p )“
G =(—— .
x(e) <1+B/p—s
Za k=0,1,2,... je torej

) = (@)e(B/p)" _ () Bp"
kU (L+ B/p)ett kL (p+ B)otk”

P(X =

Celotna izpeljava je sicer veljavna le za p > 0, a ob dogovoru 0° = 1 je zadnja
oblika pravilna tudi za p = 0.

b. (10) Izra¢unajte var(X).
Resitev: vemo, da je
var(X) = G5 (1) + Gy (1) — (Gx(1))* .

Racunamo ) .
G'x(s) = a(B/p)” (T/p—S)
m

G"(5) = alor+ 1)(B/p)° (é) |

1+p8/p—s

Vstavimo s = 1 in dobimo

G (1) = % in G(1) = O‘“%Ql)ﬁ.
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Sledi

ala+1)p* ap o’p
var(X) = ————— + — — )
K =""%"*5
Poenostavimo in dobimo

var(X) = % (% + 1) .

Celotna izpeljava je sicer spet veljavna le za p > 0, a rezultat velja tudi za p = 0.
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6. (20) Privzemimo, da r kroglic razmestimo v n skatel, tako da skatle med seboj
lo¢imo, kroglic pa ne, kot postulira Bose—Finsteinova porazdelitev iz statisticne fizike.
Z drugimi besedami, nakljuéno izbiramo nabor n stevil (ki, ko, ..., k,), za katerega je
ki>0za1=1,2,....,nin ky + ko + - - - + k, = r; k; predstavlja stevilo kroglic v i-ti
skatli. Vsak nabor izberemo z isto verjetnostjo

1
o
( n—1 )
a. (15) Za k =0,1,2,...,7 naj bo Ny slucajno stevilo skatel, v katerih je natanko
k kroglic. Za vse mozne nabore (ng,...,n,) izracunajte

P(N[):no,...,Nr:nr).
Kateri pa so mozni nabori?

Resitev: Mozni nabori so tisti, pri katerih je:

e ng,ny,...,n €{0,1,2,... . n};
[ n0+n1+---+m:n;
e ni+2ny+---+rn, =r.

Stevila kroglic v posameznih skatlah si lahko predstavijamo kot njihove oznake,
torej je ekvivalentno reci, da med skatle razporedimo r + 1 oznak, in sicer ng
oznak 0, ny oznak 1 itd. Stevilo razporeditev oznak s takimi zastopanostmi je

n!
torej je:
1 n!
(n—r4+Dnglng!- !

b. (5) Izracunajte porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (NVy,..., N,).

Resitev: Opazimo, da je z vrednostjo slucajnega vektorja (Ny, ..., N,) doloéena
tuds slucajna spremenljivka Ny, saj je No+ Ny +---+ N, = N. Tako 1z prejsnje
tocke dobimo

rl(n—1)In!
m—r+1)n—n—ng—---—n)ngng!---n.!’

P(lenl,...,Nr:nr):

cejeny,ng,...,n, €{0,1,2,...}, ny+ng+---+n, < ninng+2ne+---+rn, =r;
sicer je P(Ny =nq,...,N, =n,) =0.



