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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. C. d. | Skupaj
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4, ° °
D. ° °
0. ° °
Skupaj | e o o o
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1. (20) V pralnem stroju se opere n razlicnih parov nogavic. Iz stroja poberemo
naklju¢no podmnoZico nogavic (lahko tudi prazno), tako da je vsaka od 22" podmnozic
enako verjetna.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da lahko pobrane nogavice razvrstimo v pare? Za
prazno mnozico velja, da jih lahko.

Resitev: Presteti moramo vse mnozice, pri katerih lahko ustrezne nogavice raz-
vrstimo v pare. Teh pa je toliko kot podmmnozic n-elementne mnoZice, torej 2".
Iskana verjetnost je torej enaka 27™.

b. (10) Recimo, da smo pobrane nogavice lahko razvrstili v pare. Koliksna je pogo-
jna verjetnost, da smo iz stroja potegnili vse nogavice?

Resitev: Izmed 2™ mozZnih izbir, pri katerih lahko nogavice razporedimo v pare, je
natanko ena taka, pri kateri smo iz stroja potegnili vse nogavice. Iskana pogojna
verjetnost je tako spet enaka 27™.
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2. (20) Na kroznici s polmerom r = 1 izberemo nakljuéno tocko. V jeziku verjetnosti to
pomeni, da je U ~ U(0,27) in je izbrana tocka (cosU,sinU). Naj bo X oddaljenost
izbrane tocke od tocke (—1,0), 7" pa kot med abscisno osjo in daljico, ki povezuje
izbrano tocko in tocko (—1,0). Kot je negativen, ¢e je izbrana tocka v tretjem ali
cetrtem kvadrantu.

a. (10) Najdite gostoto slucajne spremenljivke X.

Resitev: Prvi nacin. Velja

U
X = \/(COSU+1)2+SiH2U:\/2+2COSU:2 C082§:2

COSQ
o

Sledi, da slucajna spremenljivka X zavzame vrednosti na intervalu [0,2]. Upo-
stevajo¢, da U/2 zavzame vrednosti na intervalu [0, 7], za z € [0, 2] izracunamo

Ul.=
C082 <5

=P (2 arccos% < U < 21 — 2arccos g)

P(ng):P(

21 — 2 arccos ’2—6

- 27

2 T
=1 — —arccos —.
T 2

Z odvajanjem sledi
2

4 — 12

Drugi na¢in. Tako kot pri prvem nacinu opazimo, da je X = 2’608%}. Toda
transformacijske formule ne moremo neposredno uporabiti, ker funkcija g(u) :=
2|cos ¥| na intervalu (0,27) ni bijektivna.

fx(z) =

Pac pa opazimo, da je tudi X = 2cosV, kjer je:

ol U2 0<U<a)
7 =U/)2 ;7/2<U<m.

Odvisnost med U in V' lahko prikaZemo na naslednjem grafu:

P(VSU)ZP(0§U§2U)+P(27T—21J§U§27T):2?0,
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torej je V'~ U(O, %) Se drugace, V je porazdeljena zvezno z gostoto fy, ki je
na intervalu (O, %) enaka %, drugje pa nic.
Funkcija h(v) = 2cosv pa zdaj bijektivno preslika interval (O, g) na interval

(0,1) in njen inverz h™'(z) = arccos £ je zvezno odvedljiv z odvodom

1
Vi

Po transformacijski formuli je za 0 < x < 2 torej

(7)) = -

1 2

.\/4—x2 :7r\/4—m27

fx(z) = fv (arccos g)

kar je isto kot pri prvem nacinu.
. (10) Najdite gostoto kota 7.

Resitev: Uporabimo izrek o obodnem in srediscnem kotu. Za 0 < U < m dobimo
naslednjo sliko:

(cosU,sinU)

12 katere po izreku dobimo T = % Za —m < U < 0 pa dobimo naslednjo sliko:

Y

(cosU,sinU)
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1z katere po izreku dobimo T = % — .
prikazemo na naslednjem grafu:

Odvisnost med U i T lahko tako

Strogo gledano kot T' ni dobro definiran, ce izberemo tocko (—1,0), torej ce je
U =n. Toda ker je U porazdeljena zvezno, lahko ta primer izlocimo. Za —% <
T < 0 velja

P(T<t)=P(r<U<2(+m)) st

27
za 0 <T < 5 pa velja

o
P(T<t)=PU <2t)+ Plx<U < 2r) = 2"

T
V obeh primerih (in tudi za t =7) je P(T <t)=
T~U(=5.5).

s
2

, torej je
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3. (20) Slucajni spremenljivki X in Y naj bosta neodvisni z

X ~TI(a,1) in Y~T(a+11).

a. (10) Izracunajte gostoto slucajnega para (X, QW)
Resitev: Definirajmo

(U,V)=d(X,Y) = (X, 2VXY).

Velja
02
ot = —
(o) = (w1,
m v
Jp—1 = —.
P (U,U) 2u
Po transformacijski formuli za u,v > 0 velja
1 17,2 ~1/2 —u—v?/(4u) Y
u,v) = ————u? (v 4u)? e VT /R —
Jo () [(a) F(a + %) (v°/4u) 2u
_ 1 v —u—v?/(4u)

= e s
['(a) F(a + %) 22a9;3/2
sicer pa lahko postavimo fyy(u,v) = 0.

b. (10) Najdite gostoto sluc¢ajne spremenljivke V' = 2v/ XY in jo poimenujte. Kot
znano privzemite, da za a, > 0 velja

© 1 —as—8 T _2y/aB
/Ome sds:\/%e .

Resitev: Gostota V' je robna gostota para iz prvega dela. Za v > 0 izracunamo

U2a & 1 2

_ —um?/(du)

fv(v) QQQF(@F(GJF%)/O a7z ¢ u

,02(1 T Y

= . —e

22011 (q) F(a + %) v2
_ 1 2a—1 _—v
- I'(2a) v

medtem ko lahko za v < 0 postavimo fy(v) = 0.

V' zadnji vrsti smo upostevali, da rezultat mora biti gostota: razpoznali smo
namrec¢ gostoto porazdelitve I'(2a,1), zato vemo, kaksna mora biti konstanta.

Opomba: iz zgornjega izhaja Legendrova podvojitvena formula za gama funkcijo:

I'(2a) = % 227 'T(a)T(a+3).
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4. (20) Naj bo n > 3 in II slu¢ajna permutacija mnozice {1,2,...,n}, pri cemer velja
I1(1) # 1; vse mozne take permutacije so enako verjetne.

a. (10) Dokazite, da sluc¢ajni spremenljivki I1(z) in II(j) nista neodvisni za nobena
indeksa 7 in j.

Resitev: Neodvisnost zagotovo ne velja za i = j, saj sta tedaj 11(z) in 11(j) enaki,
obenem pa nista konstantni. Naj bo i # j. Tedaj je za poljuben k = 2,3, ..
dogodek {I1(i) = II(j) = k} nemogoé, medtem ko sta dogodka {I1(i) = k} in
{I1(j) = k} oba mogoca (s strogo pozitivno verjetnostjo). Tako sta I1(i) in I1(j)
spet odvisni.

b. (10) Za katere pare (i, j) sta slucajni spremenljivki T1(7) in II7!(j) neodvisni?

Resitev: Ce indeksa i in j nista oba enaka 1, sta slucajni spremenljivki I1(2) in
II71(j) prav tako odvisni, saj sta dogodka {I1(i) = j} in {II"}(j) =i} enaka in
imata verjetnost strogo med 0 in 1, torej sta odvisna.

Naj bo zdaj Sei = j = 1. Oglejmo si dogodka Ay := {H(l) = k} in B =
{H* = l} {H 1}. Ta dva dogodka sta mogoca natanko tedaj, ko
jge k,l E {2,3,...,n}. Lahko si predstavljamo, da permutacijo I1 generiramo
tako, da najprej z'zberemo I1(1), za kar imamo n — 1 moznosti. Nato izberemo
I1(1), za kar spet imamo n — 1 moznosti ne glede na izbiro 11(1). Za preostanek
permutacije imamo (n — 2)! mozZnosti ne glede na izbiro TI(1) in TI(I). Tako
dobimo P(Ay) = P(B) = -5 in P(4, N B)) = ﬁ, kar pomeni, da sta
dogodka Ay in By neodvisna za vse k,l € {2,3,...,n}, z njima pa sta neodvisni
tudi sluc¢agni spremenljivks T1(1) in TI71(1).
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5. (20) Naj bosta X in Y neodvisni nenegativni celostevilski enako porazdeljeni
slucajni spremenljivki. Za vsak n > 0 in vse k = 0,1,...,n naj velja
1

P(X =k|X +Y =n)= ——.

a. (10) Pokazite, da za |s| < 1 velja

(1—-35)Gx(s) = / G% (u) du

1 — gntl 1
—jl :/ u" du
n S

i zamenjajte vrstni red sestevanja in integriranja.

Namig: opazite, da je

Resitev: Oznacimo W = X +Y 1in pogojne verjetnosti sestavimo v pogojno
rodovno funkcijo:

n+1 n+1)(1—s)’

E(s*|W =n)

nakar po formuli za popolno pricakovano vrednost izrazimo brezpogojno rodovno
funkcijo:

- E P(W =n) E(s*|W = n)
n=0
S 11—

=N pw =
; (W )n+1 1—s
1 < !

= P = n
1_53:0 (W n)/S u" du
IR AR

:1—5/3 g P(W =n)u"du

Zgornja neskoncéna vrsta absolutno konvergira, ker je dominirana s P(W = n).
Upostevamo e Gy, = G%.

b. (10) Ob predpostavki, da je F(X) = 1, navedite porazdelitev slucajne spre-
menljivke X.

Namig: odvajajte ob strani enacbe iz prvega dela in resite diferencialno enacbo.

Resitev: Po odvajanju integralske enacbe iz prejsnje tocke dobimo

(1—5)Gx(s) — Gx(s) = —Gk(s).
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Oznacimo y = Gx(s), odvod izrazimo z diferenciali, loc¢imo spremenljivki in
dobimo

ds  dy

l—s y—y*

Primer, ko jey = 0 ali y = 1, moramo obravnavati posebej, toda iz eksistencnega
izreka sledi, da, brz ko za dolocen s # 1 velja y = 0 ali y = 1, mora biti y ves
cas enak 0 ali ves cas enak 1. Prvo ni rodovna funkcija, drugo pa je rodovna
funkcija konstante 0, kar je v nasprotju s predpostavko, da je E(X) = 1. Z
deljenjem torej nismo izqubili Zelene resitve.

Rodovno funkcijo je dovolj dobiti na nekem neizrojenem intervalu. Vzemimo
0 <s< 1. Tedaj je y > 0. Integriramo in dobimo

loglyy:—log(l—s)—i-(]

0ziroma

y  €°
l—y 1-—s
0ziroma
oC
_ G _
Y x(s) 1+e“—s
Velja
c
e
! (S) = )
X (1—|—€C—8)2
torej
E(X) = ligl G'y(s) =e©
Sledi C =0 in . . )
s s
G N — J— R
x(G) =5 =5tmtyut
torej



Verjetnost, 2020/21, M. Perman, M. Rai¢

6. (20) Naj bodo Xj, Xs,... med sabo neodvisne, enako porazdeljene slucajne spre-
menljivke s P(X; = j) = % za j=1,2,...,m. Definirajte

Ly, = card{ Xy, ..., Xs}.
a. (10) S pogojevanjem najdite zvezo med E(Ly_1) in E(Ly) in izracunajte E(Ly).
Resitev: Velja

m—1

P(Ly=i+ 1Lyt =i) = in P(Lyp=illy,=i)=—
m

za1=1,2,...,m. Iz tega sledi

. . 1
E(Llek+1=i):(z’+1)~m Z+z’~i:1+i<1——) :

Sledi

Velja E(L1) =1 in po indukciji

B(Ly) = m (1— (1—%)k> |

b. (10) Utemeljite, da je
2
E[m(m—1)—Lk(2m—1—Lk)} - (1 - —> E[m(m—l)—Lk_l(Zm—l—Lk_l) .
m

Izracunajte var(Lyg).
Resitev: Uporabimo pogojno porazdelitev iz prvega dela naloge. Racunamo

E[m(m 1) = Lu@m— 1 — L)\ Ly = Z]

:m(m—l)—(i—i-l)(Qm—l—i—l)-m_i—i(2m—1—i)-%
=(m(m—1)—i(2m —1—1)) (1—%) :

Formula v besedilu naloge sledi po formuli za popolno pricakovano vrednost. Ker
je Elm(m —1) — Li(2m — 1 — Ly)] = (m — 1)(m — 2), sledi

Bm(m — 1) ~ Ly@m — 1~ L) = (m — 1)(m ~2) (1 - E)H |

m
Konéno je

var(Ly) = (2m — V) E(Ly) — E[Ly(2m — 1 — Ly)] — (E(L))”

~rin=ni= (=) |- (-2
)T

10



