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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. c d.
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4. ° °
D. °
0. ° °
Skupaj | e ° ° °
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1. (20) Prvih milijon nenegativnih celih stevil zapisemo kot 000000, 000001,...,999999.
Nakljucno izberemo eno od stevil, tako da imajo vsa Stevila enako verjetnost izbire.

a. (10) Naj bo A; dogodek, da se v nakljuéno izbranem Stevilu stevka i pojavi
natanko dvakrat. Naj bodo 0 < 4,7, k < 9 razlicna sStevila. Izracunajte verjet-
nosti P(A; N A;) in P(A; N A; N Ay).

Resitev: Na 6 pozicijah se stevke pojavljajo neodvisno ena od druge. Dogodek
A; N Aj se lahko zgodi na razlicne nacine. Dve poziciji za i in dve poziciji za j

lahko izberemo na (Z) . (;1) = 90 nacinov. Sledi

~90-8* 5760
108 106

P(A;N A;)

S podobnim razmislekom dobimo

90

b. (10) Izracunajte verjetnost, da se vsaj ena od stevk 0,1,2,...,9 pojavi natanko
dvakrat.

Resitev: Podobno kot v prvem delu ugotovimo, da je

C15-9 98415

P(Ai) 106 106

Po formuli za vkljucitve in izkljucitve in upostevanjem, da so preseki vec kot treh
dogodkov A; nemogoci dogodki, sledi

735750

10 10
9 L) — . — —
P (UlgAi) = 10- P(Ay) ( ) )P(Ao“Al) + ( 3 )P(AoﬂAl N42) = 1560000
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2. (20) Naj bo 7 permutacija mnozice {1,2,...,n}. Ce je m(i) > 7(i — 1) pravimo,
da ima permutacija prirastek v tocki ¢ > 2. Oznacimo z X, Stevilo vseh prirastkov
permutacije.

a. (10) Privzemite, da izbirate permutacije naklju¢no, tako da imajo vse enako
verjetnost %, da bodo izbrane. V tem primeru je X, slucajna spremenljivka.
Izracunajte E(X,,).

Resitev: Zapisimo

torej

Uporabili smo simetrijo.
b. (10) Oznacite p,(k) = P(X, = k). Izpeljite rekurzivno formulo

k+1 n—=k

(k) = —— pp_1(k) + no1(k—1).

pak) =+ P )

Namig: Kako lahko iz permutacije mnoZice {1,2...,n— 1} dobimo permutacijo
mnoZice {1,2...,n}?

Regitev: Permutacijo mnoZice {1,2...,n} iz permutacije mnozice {1,2,...,n —

1} tvorimo tako, da element n vrinemo na eno od moznih n mest. Ce so pogojno
na manjso permutacijo vse moznosti enako verjetne, se ohrani, da so vse mozne
permutacije enako verjetne. Kaj se pri tem zgodi s prirastki?

o Ce vrinemo n pred prvi element, se Stevilo prirastkov ne spremeni.

e Ce vrinemo n med (i — 1)-ti in i-ti element ter je n(i —1) < 7 (i), se stevilo
prirastkov ne spremeni.

o Ce vrinemo n med (i — 1)-ti in i-ti element ter je w(i —1) > w(i), se stevilo
prirastkov poveca za 1.

e (e vrinemo n za zadnji element, se Stevilo prirastkov poveca za 1.

Pogojno na dogodek, da tma manjsa permutacija natanko k prirastkov, ima torej
vecja permutacija k prirastkov z verjetnostjo (k+1)/n in k41 prirastkov z ver-
jetnostjo (n—k—1)/n. Zdaj pa poglejmo obratno: veéja permutacija ima natanko
k prirastkov, ¢e ima manjsa permutacija bodisi k prirastkov (v tem primeru je
pogojna verjetnost enaka (k + 1)/n) bodisi k — 1 prirastkov (v tem primeru je
pogojna verjetnost enaka (n — (k—1)—1)/n = (n—k)/n). Rezultat zdaj sledi iz
formule za popolno verjetnost.
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3. (20) Slucajni par (T, X) naj ima gostoto

1 1 1 2

t,r) = e 2 . e
frx(t,2) V2mt3 V2t

_Z_
2

zat>0in z € R.

a. (10) Naj bosta para (7, X) in (77, X’) neodvisna z enako gostoto. Oznacite
(T+T, X+ X')=(S,Y). Pokazite, da je gostota para (S,Y’) enaka

1 y?

e 2 .
\2Ts

fsy(s,y) = fs(s)

Resitev: Oznacimo (T +T', X + X') = (S,Y). Definiramo preslikavo
Ot x,t' 2") =tz t +t, x4+ 2).

Velja
<I>_1(t,a:,s,y) = (t,z,s —t,y — x)

za s > t. Jacobian preslikave je 1. Sledi
frxsy(t, @ s,y) = frx(t,z)frx(s—ty—x).
Iskana gostota je robna gostota, zato moramo integrirati po t in x. Racunamo
fsy(s,y) = / dt/ frxsy(t @, s, y)dz
0 —0o0

1
ei 2(s—t) dt .

| 1 1
—_— 2t —
/o vV 2mt3 \/2m(s —t)3

0o )2
/ L e’é ! e (2y<5*1) dx
—oo V21t V2m(s —t)
/S 1 1 1 __1
= e 2% . ———— e 26-D(t
0o V2mt3 2m(s —t)3
1 2
. e 2s
2ms
1 o2

e 2s .

= frer(8) -

\V21s

Upostevali smo, da je notrangi integral konvolucija dveh normalnih gostot, zu-
nanji pa konvolucija gostot T in T".

b. (10) Kot znano privzemite, da imata sluc¢ajni spremenljivki 47" in S enako gos-
toto. Izra¢unajte gostote X, X' in X + X'.

Resitev: Gostoto X oziroma X' dobimo kot robno gostoto para (T,X). Inte-
gracija nam da

1

fx(z) = T+
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Iz znanega dejstva sledi
fs(s) = e
s\s) = € s.
vV 2ms3

Gostoto Y dobimo kot robno gostoto gostote iz prvega dela naloge. Integracija
nam da

2

fr(y) = At
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4. (20) Elementi matrike A velikosti n x n naj bodo med sabo neodvisne enako po-
razdeljene slucajne spremenljivke X;; s P(X;; =1) = P(X;; = —1) =1/2.

a. (10) Naj bosta o in 7 permutaciji n elementov. Izracunajte

E (H Xia(i)XiT(i)> :
=1

Resitev: Zaradi neodvisnosti parov (Xi,1), X171)), - - - » (Xnom)s Xnrm)) je

E <H Xza(z)XZT(z)> = H E (XZO'(Z)X’LT(Z)) .
=1 =1

Posamezna pricakovana vrednost E (XZ-U(Z-)XZ»T@)) je enaka 1, ce je o(i) = 7(i),
sicer pa je zaradi neodvisnosti enaka 0. Celotna pricakovana vrednost je zato
enaka 1, ¢e je o = T, sicer pa je enaka 0.

b. (10) Izracunajte var(det(A)).
Resitev: Pisimo
det(A Z sgn(o Xl(, “ Xno(n) -
Ker za vsako permutacijo o velja
E[Xla(l) T Xna(n)] - EXlU(l) T EXnU(n) = 07
je E[det(A)] =0, zato je
var(det(A)) = E[(det Z Z sgn(o)sgn(r) E <H Xig(i)XiT(i)> )
i=1

Toda po prejsnji tocki so vsi ¢leni, pri katerih je o # T, enaki nic, cleni, pri
katerih je 0 = T, pa so enaki 1. Zato je

var(det(A)) = n!.
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5. (20) V igri Book of Ra vsaka igra lahko z verjetnostjo p generira m > 2 nagradnih
iger, z verjetnostjo ¢ = 1 — p pa ne generira nobene igre. Vsaka nagradna igra lahko
spet z verjetnostjo p generira m nagradnih iger, te pa lahko spet z verjetnostjo p
generirajo m nagradnih iger, ... Predpostavite, da so vse igre med sabo neodvisne.
Predpostavite Se, da je mp < 1. Naj bo N Sstevilo iger, ki jih bo igralec odigral za eno
stavo.

a. (10) Utemeljite, da bo igralec za eno stavo odigral le konéno stevilo iger.

Resitev: Vsaka igra lahko ima O ali m “potomcev”, ki lahko imajo spet 0 ali m
“potomcev”. Vprasanje je enako kot vprasanje izumrtja pri procesih razvejanja.
Pricakovano stevilo “potomcev” je mp. Pri zgornji predpostavk: proces razvejanja
1zumre z verjetnostjo 1, tako da bo igralec z gotovostjo igral samo koncéno mnogo
iger.

b. (5) Naj bo G rodovna funkcija stevila odigranih iger. Utemeljite, da je

G(s) =qs+psG(s)™.

Resitev: Oznacimo z B dogodek, da bo prva igra generirala nagradne igre. Po
predpostavki je P(B) = p. Pogojno na B bo m nagradnih iger generiralo novih
Ni, Ny, ..., Ny, iger, ki imajo enako porazdelitev kot N in so (pogojno) neodvisne.
Sledi, da bo

E(sN|B) = E(s"™r ot hm) = 5 G(s)™.

Ker je E(sV|B¢) = s, sledi

G(s) =qs+psG(s)™.

c. (5) Privzemite, da sta E(N) in var(/V) konéni, ter ju izracunajte.
Resitev: Zvezo 1z prejsnje tocke odvajamo in posljemo s T 1. Dobimo zvezo
E(N)=q+p+mpE(N),

torej
1

T 1-—mp’

E(N)
Odvajamo Se drugic¢ in spet posljemo s T 1. Dobimo zvezo
E(N(N —1)) =2mp E(N) +pm(m — 1) E(N)> + mp E(N(N — 1)).

Z nekaj racunanja sledi
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6. (20) Predpostavljajte, da r kroglic razmestimo v n Skatel, tako da skatle med seboj
lo¢imo, kroglic pa ne, kot postulira Bose—Finsteinova porazdelitev iz statisticne fizike.
Z drugimi besedami, nakljuéno izbiramo nabor n stevil (ki, ko, ..., k,), za katerega je
ki>0za1=1,2,....,nin ky + ko + - -- + k, = r; k; predstavlja stevilo kroglic v i-ti
skatli. Vsak nabor izberemo z isto verjetnostjo

1
n+r—1\ °
( n—1 )
a. (15) Naj bo Ny slucajno stevilo skatel, v katerih je natanko k kroglic za k =
0,1,2,...,r. Izracunajte
P(N():no,...,Nr:nr)
za vse mozne nabore (ny,...,n,). Kateri pa so mozni nabori?

Resitev: Mozni nabori so tisti, pri katerih je:

e ng,ny,...,n, €{0,1,2,... . n};
e np+ny+---+n.=n;
e Ny +2ny+---+1rn, =r.

Stevila kroglic v posameznih $katlah si lahko predstavljamo kot njihove oznake,
torej je ekvivalentno reci, da med Skatle razporedimo r + 1 oznak, in sicer ng
oznak 0, ny oznak 1 itd. Stevilo razporeditev oznak s takimi zastopanostmi je

n!
no!ny!---n,l’
torej je:
1 n!
P(N():no NT:’TLT):
—
B (":ﬁl ) no! ny!---n,l

rl(n—1)In!
C(n—r4+Dinglng!--on,!

b. (5) Izracunajte porazdelitev slucajnega vektorja (Ny, ..., N,).

Resitev: Opazimo, da je z vrednostjo sluc¢ajnega vektorja (Ny,...,N,) doloéena
tudi slucajna spremenljivka Ny, saj je No+ N1+ ---+ N, = N. Tako iz prejsnje
tocke dobimo

rl(n—1)In!

P(Ny =ny,...,N, =n,) =
(W= N =) = T —m — e — - — )Ty

)

ée jeny,ng,...,n. € {0,1,2,...} inng+2ny + -+ +rn,. =r; sicer je
P(lenl,...,Nr:n,,):O.



