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FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
ODDELEK ZA MATEMATIKO
VERJETNOST
1. KOLOKVILJ

29. NOVEMBER 2018

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. C. d.
1. ° °
2. ° °
3. °
4, °
D. ° °
0. °

Skupa]
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1. (20) Junak Polemistes' se je zameril bogu Pozejdonu®. Od takrat naprej Pozejdon
vsak dan iz morja nadenj poslje strasnega zmaja. Vsaki¢ bodisi Polemistes ubije zmaja
bodisi zmaj ubije Polemistesa. Toda Polemistes je vsak dan bolj izurjen: verjetnost,

da ga zmaj ubije v n-ti bitki (ki jih Stejemo od 1 naprej), je m Izidi posamicnih

bitk so med sabo neodvisni.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da Polemistes dolgoroéno gledano ostane ziv (more-
bitne druge vzroke smrti zanemarimo)?

Resitev: Verjetnost, da Polemistes prezivi prvih n bitk, je:

(-2) (-5) (- 5)

1-3-2-4--n(n+2)
[(n—i—l)!}2

n!(n+2)!

2[(n + 1)1]"

n+ 2

2(n+1)

Iskana verjetnost je limita, ko gre n proti neskonéno, ta pa je enaka 1/2.

b. (10) Pozejdon prvi dan poslje rdecega zmaja, drugi dan zelenega, tretji dan spet
rdecega itd. Recimo, da je Polemistes podlegel kateremu od zmajev. Koliksna
je pogojna verjetnost, da je bil to rde¢i zmaj?

3 4

— log(1+x):x—§+%—%+---

o1 .
Namiga.: = —l

1

m(m+1) m

Resitev: Verjetnost, da Polemistesa ubije rdeci zmaj, je
i 2k+2 1

Ak + 2 (2k + 2)?2

k=0

1
2(2k +1)(2k + 2)

NE

e
Il
o

B 1 1
_§;(2k+1_2k+2)
:10_1+1_1+m)
2 2 3 4

~ log?2

==

Iskana pogojna verjetnost pa je enaka log2.

'Beseda v stari gri¢ini pomeni vojscak, bojevnik, iz te osnove pa izvira tudi sodobna beseda

polemika.

2starogrski bog morja
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2. (20) V igri Bingo75 igralec na sreco dobi kartico, na kateri je 5 X 5 matrika razli¢nih
Stevil med 1 in 75. Primer take kartice je na Sliki 1a.

18 | 31 | 29 8 52

53 | 48 | 12 | 15 | 62

9 11 32 | 27 4

5 22 | 17 3 7

2 6 19 | 28 | 13

Slika 1a  Primer kartice pri igri Bingo75.

V igri se potem izbere doloc¢ene vzorce, ki prinesejo dobitek. Eden od moznih naborov
vzorcev so Bloki s pikams, ki so na Sliki 1b.

m  H

m-m

H..l

H B B

Slika 1b  Nabor vzorcev Bloki s pikama.

Igra poteka tako, da se po vrsti nakljuéno in brez vracanja izbira Stevila iz mnozice
{1,2,...,75}, dokler niso prvi¢ izbrana vsa stevila s polj, ki tvorijo enega izmed $tirih
vzorcev. Naj bo X Stevilo izbiranj, dokler se igra ne ustavi, vkljucno z zadnjim, ko je
prvi¢ pokrit vsaj eden izmed vzorcev.

Primer: ce je zaporedje izbranih stevil 18,2,3,13,27,53,31,11,48,9,52, je X = 11.

a. (10) Za k =17,8,...,75 izracunajte verjetnosti P(X < k). Binomskih simbolov
vam ni treba poenostavljati.

Resitev: Fiksirajmo mozZno vrednost k in ostevilcimo mozne variante vzorca z
1=1,2,3,4. Naj bo

Ag; = {po k izbranih stevilih je pokrit vzorec i} .
Velja

4
{(X <k} =J A
=1

in posledicno po formuli za vkljucitve in izkljucitve in z upostevanjem simetrije
dobimo
P(X <k)=4P(Ak1) — 6P(Ap1 NAg2) +4P(Ap1 N Ago N Ak )
— P(Api N Ao N Aps N Aga) .
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Ker izbiramo stevila nakljucno, je prvih k izbranih stevil nakljucni vzorec velikosti
k iz mnozice {1,2,...,75}. Sledi

o
Tg
I
N—
X
N 3
N—"

P(Ay,) = =

~

N

| o

— >

o

~—
— ~
= Yo
o ~—
N—

P(Ap1 N Ago) = =

—
=

o ot

N
ko
| o
_ R
w
~—
~—
—_
w =
N— N—

P(Ak,l ﬁ Ak,Q ﬂ Ak,g) — —

~—
=
w ot

— —

at

Nel
~—
—~
=
o

P(Apy M Aga N Apg N Agy) = 2390 =

~—
=3
o Ot
N—

Ce je b < 0 ali b > a, razumemo, da je (‘;) = 0.

. (10) Naj bo B dogodek, da se igra zakljuci z izbiro stevila 18 v levem zgornjem
kotu kartice. Izracunajte P(BN{X = k}).

Resitev: Prevedeno v obicajni jezik je presek B N {X = k} dogodek, da v prvih
k — 1 korakih pokrijemo vsaj enega izmed stirih moznih vzorcev razen mangkajo-
cega levega zgornjega polja, na k-tem koraku pa dodamo manjkajoce polje. Naj
bo C;, i =1,2,3,4 dogodek, da po k — 1 korakih pokrijemo vzorec i razen polja v
levem zgornjem kotu, na k tem koraku pa dodamo manjkajoce polje. Racunamo

torej
4

P<U(c@- N{x = k})) .
i=1
Spet uporabimo formulo za vkljucitve in izkljucitve, kjer potrebujemo verjetnosti
naslednjih presekov:

I E:;;; ' 761_ ko ((76_5)) 619’
PenG Nt =) = 38ty = 1
P(C;nC;NCIN{X = k}) = ((k7;3)) . 761_ L= <($§)) =
P(CiﬂCjﬂClﬂCmﬂ{X = k}) = ((k7516)) . 761_k _ ((%_g)) %

Sleds
pBrx k) =L 1) ghi) o) G

R R O T N B P R (N

(*s) (*3) ("3) ("5)
T G B Y () R =R ) R
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3. (20) V posodi je na zacetku ena bela in dve rdeci kroglici. Iz posode zaénemo
vleé¢i kroglice. Vsaki¢, ko izvle¢emo belo, jo vrnemo v posodo in dodamo Se eno belo
kroglico. Vsaki¢, ko izvlecemo rdeco kroglico, pa jo obdrzimo in v posodo dodamo Se
dve beli kroglici.

a. (10) Za 1 < m < n izracunajte verjetnost, da rdeco kroglico prvi¢ izvlecemo pri
m-tem, drugi¢ pa pri n-tem vlecenju. Rezultat izrazite v sklenjeni obliki.

Resitev: Iskana verjetnost je enaka

m—1 2 m+ 2 n r 4
m+1 m+2 m+3 n+l n+2 mm+1)n+1)n+2)°

1 2
3 4

b. (5) Oznacimo z X stevilo izvlecenih kroglic do vkljuéno zadnje rdece. Za vse
n =2,3,4,... izracunajte P(X = n).

Namig: ——— =

1 1
m(m+1) m +1°

Resitev:

i
L

L 4 _ 4(n—1)
PX =n)= ‘m(m+1)(n+1)(n+2) nn+1)n+2)

3
Il

c. (5) Dokazite, da skoraj gotovo neko¢ izvlecemo obe rdeci kroglici.

Resitev: Prvi nacin. To sledi iz dejstva, da je

P(X < o0) :iP(X:n)

n=2
_i 4(n —1)
_nzgn(n—i-l)(n—i-Z)
_n:2 n n+l n+2
> 1 1 = /1 1
=6 _ ) -
nz:(rrl—l n—l—Z) nz;(n+n+1)

N —

Drugi nac¢in. Oglejmo si dogodek {X > n}. Le-ta je disjunktna unija dogodkov
A, in Api, Ana, ..., Anp, kjer je:

A, = {med prvimi n izvlecenimi kroglicami ni rdece} ,

Apm = {med prvimi n izvle¢enimi kroglicami je edina rdeca na m-tem mestu } .
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Velja
P(A)—l 2 mo 2
Y34 mA2 (mA1)(m+2)]
P(A, ) 1 2 m—1 2 m + 2 n+1l 4
T3 4 mA1l m+2 mA3 n+2 mm+1)(n+2)
Torej je

P(X>n):P(An)+mzn:1P(An,m):niQ[nil+zﬂ: (%_m;ﬂ)]

m=1

2+4n7
n+1)(n+2)’

kar gre proti ni¢, ko gre n proti neskoncéno. Zeleno dejstvo sledi.
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4. (20) Matematika Adam in Branka neodvisno drug od drugega izbereta vsak svojo
podmnozico mnozice {1,2,...,n}. Adam za vsako Stevilo vrze posten kovanec in ga
uvrsti v svojo mnozico, ¢e pade grb, sicer pa ne. Branka pa izbere eno izmed podmnozic
moci b, vsako z enako verjetnostjo. Pri tem je b € {0,1,...,n} vnaprej predpisano
stevilo. Privzamemo, da so vsi meti Adamovega kovanca neodvisni tako med seboj
kot tudi od Brankine mnozice. Oznac¢imo z A Adamovo, z B pa Brankino mnozico.

a. (10) Zapisite porazdelitev moci simetri¢ne razlike (A\ B)U (B \ A). Pripadajoce

verjetnosti zapisite s sklenjeno formulo, pri ¢emer so dovoljene osnovne ra¢unske
operacije in binomski simboli.

Resitev: Fiksirajmo mnoZico B. FElement, ki je v B, bo v simetricni razliki,
ce Adam pri njem vrze cifro, element, ki ni v B, pa bo v simetric¢ni razliki, ce
Adam pri njem vrze grb. 'V vsakem primeru pa bo posamezno Stevilo v mnozici
A z verjetnostjo 1/2 in Stevila so pri tem Se vedno neodvisna. Tako dobimo, da
je porazdelitev binomska Bin(n, %) Ce torej z X oznacimo mo¢ dane simetricne

razlike, velja
n

P(X:k):(k>2";k’:O,l,...,n.

. (5) Modificirajmo nalogo tako, da Adam pri stevilu n ne vrze kovanca in ga ne
vkljuéi v mnozico. Kaksna je zdaj porazdelitev dane simetricne razlike?

Resitev: 7 wverjetnostjo 1 — b/n stevilo n ne bo v mnozici B. Tedaj tudi ne
bo v dani simetricni razliki. Za prestala Stevila bo Se vedno weljalo, da bodo v
simetricni razliki z verjetnostjo 1/2, neodvisno drugo od drugega. Ce mo¢ nove
simetricne razlike oznacimo z'Y, torej velja

P(Y =kln¢ B) = (”; 1) g+l

Z wverjetnostjo b/n pa bo Stevilo n v mnoZici B in s tem tudi v dani v simetricni
razliki. Za prestala stevila bo spet veljalo, da bodo v simetricni razliki z verjet-
nostjo 1/2, neodvisno drugo od drugega. Sledi

-1
P(Y =kln€ B) = <Z_ 1) 27"t

Ob dogovoru, da je (T):(), cejer <0 alir > m, torej velja
b n—1 b(n—1
P(Y — _ 1-2 e 2—n+1.
=m0 () RG]

. (5) Kaj lahko poveste o neodvisnosti dogodkov {X = k} od dogodka, da je n
element mnozice A?

Namig: pogojne wverjetnosti teh dogodkov glede na dogodek, da n ni element
mmnozice A, primerjajte z brezpogojnimi.
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Resitev: Velja
P(X =kln¢ A)=P(Y =k)
[ b\ [n—1 b(n—1
— 1__ e 2—7L+1
C=3) ()=o)
[ bn—k| (n—1
e 2—n+1
TR }(k—l)

b
L n
[ b 2b] (n—1
=|14--= gl
I +k n} (k—l) ’

medtem ko je

P(X = k) :%(Zj)z—".

Odstejemo in dobimo

P(X = kn ¢ A) — P(X = k) = (2= 2@k =n) <”_ 1)2—n.

nk k—1

Zak=1,2,...n sta torej dogodka {X =k} in {n ¢ A} (ali {n € A}) neodvisna
natanko tedag, ko je bodisi b =mn/2 bodisi k = n/2.

Za k = 0 moramo poracunati posebej. Dobimo P(X =0n ¢ A) = (1 —2)27"+!
in P(X =0) =2"". To dvoje je enako natanko tedaj, ko je b = n/2, in zgornji
sklep se vedno velja.
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5. (20) Slucajna spremenljivka X naj ima gostoto

C

() = { =N

0 sicer

zax >0

za neko konstanto c.

a. (10) Pokazite, da za x > 0 velja

FX(J;):Hng)zzp(zz%) ,

kjer je Z ~ N(0,1).

Resitev: Po definiciji je

o w2 1
= 20/ e 2 dv Nova spremenljivka: — = v?
1 u

1 o 2
=2cV 27 - —— e 2z dv
V2 Jiyyz

i (oa()

pri cemer je ® porazdelitvena funkcija standardizirane normalne porazdelitve.
Ker mora iti Fx(x) — 1, ko gre x — oo, mora veljati

20@:}3&(1—@(%)) =cV2r=1.

Sledi ¢ = \/LQ? Trditev sledi.

b. (10) Naj bo spet Z ~ N(0,1). Dolo¢ite gostoto slucajne spremenljivke ¥ = .
Namig: nagprej za y > 0 izracunajte P(Y < y).

Resitev: Za y > 0 velja

e () <r(es=g) or(es )

:2P(Z2%>.

Iz prejsnje tocke sledi, da za vse y > 0 velja Fy (y) = Fx(y), a za y < 0 je ocitno
Fy(y) = Fx(y) = 0. To pomeni, da ima Y enako porazdelitev, torej tudi enako
gostoto kot X.
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Slednje pa lahko ugotovimo tudi neposredno, brez sklicevanja na tocko a. — za

y > 0 pisemo
B =P <) =2(1-0 (%))

i po odvajanju dobimo

\/ 2my3

zay <0 pa je Fy(y) =0 in posledicno fy(y) = 0.

10
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6. (20) Dana je naslednja razlicica Monty Hallovega® paradoksa: za enimi izmed trojih
vrat je skrita nagrada, za preostalimi dvojimi ni nicesar. Igralec najprej pokaze na
ena vrata, nakar vodja igre odpre ena izmed vrat, za katerima ni nicesar in na katera
igralec ni pokazal. Nato igralec izbere ena izmed $e zaprtih vrat in jih odpre (lahko
torej ostane pri istem ali pa se premisli). Ce se za temi vrati skriva nagrada, jo dobi,
sicer ne dobi nicesar.

Nagrada je za prvimi vrati z verjetnostjo %, za N

drugimi vrati z verjetnostjo 1o In za tretjimi z ver-

jetnostjo % Nadalje so v tabeli na desni prikazane 1 1o % %

verjetnosti, da vodja igre odpre j-ta vrata, ce je . .

igralec pokazal na i-ta vrata in je za temi vrati 21701

nagrada. 31 1]3]p
4] 1

a. (10) Recimo, da igralec najprej pokaze na prva vrata, vodja igre pa odpre druga
vrata. Koliksna je pogojna verjetnost, da igralec dobi nagrado, ¢e ostane pri
istem? Koliksna pa, ¢e se premisli? Kaj od tega se mu bolj splaca? Izracunajte
Se za primer, ko vodja igre odpre tretja vrata (igralec pa Se vedno najprej pokaze
na prva vrata).

Resitev: Vodja igre lahko odpre druga vrata, ce je nagrada za prvims ali za tretjima
vrati. 'V prvem primeru vodja igre odpre druga vrata s pogojno verjetnostjo 1/4
in igralec dobi nagrado. V drugem primeru pa vodja igre z gotovostjo odpre druga
vrata in igralec ne dobi nagrade. Ustrezna pogojna verjetnost je torej enaka:

1,
2

=
+ =
(S
—_
w

L
2
Ko wvodja igre odpre vrata, je vedno za enimi Se neodprtimi vrati nagrada, za

drugimi pa ne. Ce se igralec premusli, je torej ustrezna pogojna verjetnost enaka

%, kar je vec. Torej se igralcu splaca premisliti.

Ce vodja igre odpre tretja vrata in igralec ostane pri istem, pa je ustrezna pogojna
verjetnost enaka:

3 0
10

5
9

NI Wl
+ [

1
2

ce se igralec premisli, pa je ustrezna pogojna verjetnost enaka %. Ce vodja igre
odpre tretja vrata, se torej igralcu splaca ostati pri istem.

b. (5) Recimo, da igralec pokaze na prva vrata, nakar glede na to, katera vrata
odpre vodja igre, igra tako, kot se mu bolj splaca. Koliksna je verjetnost, da bo
dobil nagrado?

Resitev: Locimo naslednje moznosti:

o Ce je nagrada za prvimi vrati in vodja igre odpre druga vrata, se bo igralec
premislil, odprl bo tretja vrata in ne bo dobil nagrade.

3Monte Halparin (1921-2017), bolj znan pod odrskim imenom Monty Hall, kanadsko-amerigki
radijski in televizijski voditelj, producent in filantrop

11
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o Ce je nagrada za prvimi vrati in vodja igre odpre tretja vrata, se igralec ne
bo premislil in bo dobil nagrado.

o Ce je nagrada za drugimi vrati, bo vodja igre odprl tretja vrata, igralec se
ne bo premaislil in ne bo dobil nagrade.

o Ce je nagrada za tretjimi vrati, bo vodja igre dobil druga vrata, igralec se bo
premislil in bo dobil nagrado.

Iskana verjetnost je tako enaka:

3

23
1 =

1
5 407

+

N | —

kar je vec¢ kot v primeru, ¢e ne gleda na to, katera vrata odpre vodja igre (tedaj

je verjetnost, da dobi nagrado, enaka %, ce se premisli ali ne).

. (5) Se igralcu splaca v prvem koraku pokazati na katera druga vrata?

Resitev: Igralcu se boly splaca v prvem koraku pokazati na tretja vrata, potem
pa se premisliti ne glede na to, katera vrata odpre vodja igre. V tem primeru
bo namrec¢ dobil nagrado, brzZ ko le-ta ne bo za tretjimi vrati, to pa se zgodi z
verjetnostjo %, kar je vec kot %.

12



