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Teoretični izpit

8. september 2020

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reševanja. Nalog je 10, ocena pa
je enaka navzgor zaokroženemu številu pravilnih odgovorov. Ko je ponujenih več
možnosti, je lahko pravilnih odgovorov več. Ko ni ponujenih odgovorov, na kratko
pojasnite vaš razmislek.
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1. Naj bodo A,B1, B2, . . . , Bn dogodki. Naj bo dogodek A neodvisen od dogodka
Bi1 ∩ Bi2 ∩ · · · ∩ Bim za vsak nabor indeksov z 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n.
Pokažite, da je dogodek A neodvisen od dogodka ∪ni=1Bi.

2. Naj za slučajno spremenljivko X velja

P (X = k) =
1

ζ(s)ks

za k = 1, 2, . . ., kjer je s > 1 in

ζ(s) =
∞∑
k=1

1

ks
.

Pokažite, da sta dogodka {X ∈ {2, 4, 6, . . .}} in {X ∈ {3, 6, 9, . . .}} neodvisna.

3. Naj za diskretne slučajne spremenljivke X, Y in Z velja

P (Z = zm|X = xk, Y = yl) = P (Z = zm|X = xk)

za vsak možen par vrednosti xk in yl slučajnih spremenljivk X in Y in za vsako
možno vrednost zm. Pokažite, da je

P (Z = zm, Y = yl|X = xk) = P (Z = zm|X = xk)P (Y = yl|X = xk)

za vse xk, yl in zm.

4. Pozitivne slučajne spremenljivke T, T ′, X,X ′ naj imajo gostoto oblike

fT,T ′,X,X′(t, t
′, x, x′) = g(t+ t′)h(x+ x′)

za funkciji g in h. Ali sta vsoti T+T ′ in X+X ′ neodvisni slučajni spremenljivki?
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5. Naj bodo X1 ∼ exp(1), za slučajne spremenljivke X2, . . . , Xn pa naj za k ≥ 2
velja

FXk
(x) =

∫ x

0

e−sFXk−1
(x− s) ds .

Navedite porazdelitev slučajne spremenljivke Xn.

6. Naj bodo X1, X2, . . . neodvisne z Xk ∼ Geom(p) za k = 1, 2, . . .. Definirajte
Sn = X1 + · · ·+Xn. Naj bo a ≥ n celo število. Utemeljite, da je

P (Sn ≤ a < Sn+1) = P (Y = n) ,

kjer je Y ∼ Bin(a, p).

7. Predpostavite, da sta X ≤ Y nenegativni celoštevilski slučajni spremenljivki in
da velja

P (Y = l|X = k) = ψ(l − k)

za vse l ≥ k ≥ 0, kjer je ψ znana funkcija. Pokažite, da velja

E(Y ) = E(X) +
∞∑
k=0

kψ(k) .

8. Naj bodo U1, U2, . . . , Un neodvisne in enakomerno porazdeljene na (0, 1). Za
0 < x < y < 1 definirajte

X =
n∑

k=1

1(Uk ≤ x) in Y =
n∑

k=1

1(Uk ≤ y)

Izračunajte cov(X, Y ).

3



Verjetnost, 2019/2020, M. Perman, M. Raič

9. Naj bodo ξ1, ξ2, . . . neodvisne in celoštevilske slučajne spremenljivke z E(ξk) = 0
za vse k = 1, 2, . . .. Definirajte

Xn =
∑

1≤i<j<k≤n

ξiξjξk .

Izračunajte
E (Xn+1|ξ1 = a1, . . . , ξn = an) .

10. Naj bodo I1, I2, . . . , In neodvisne z Ik ∼ Bernoulli(pk) za k = 1, 2, . . . , n. Pred-
postavite, da je I1 + I2 + · · ·+ In ∼ Bin(n, p). Kakšni so lahko p1, p2, . . . , pn?
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