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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 10, ocena pa je
enaka Stevilu pravilnih odgovorov, zaokrozeno navzgor.

Naloga | Tocke
1.

O] SOmIP O | QX | QDO

| —
o

Skupa]




1. Naj bodo Ay, As, ... poljubni dogodki. Utemeljite, da velja

P (U, Ap) < P(A) + > P (AN A5 )
k=2

Resitev: velja
Upt 1 A = A U U, (Ap\(AL U - U Ay)) -

Dogodki v uniji so disjunktni, zato velja

P(UX Ax) = P(A) + iP (A\N(A U~ U Agq)) .

Opazimo, da je

A\N(A U U A ) CAN AL

i posledicno
P(AN(A U - Ayy)) S P (AN A5

Neenacba sleds.



2. Naj bosta sluc¢ajni spremenljivki Wj in I neodvisni. Naj bo I ~ Bernoulli(p) za
dolocen p € (0,1), W in Wj pa nenegativni celostevilski z enako porazdelitvijo.
Naj velja

W=1+1-Wj.

Poiscite porazdelitev slucajne spremenljivke W.

Resitev: najmanjsa mozna vrednost W je 1, kar po predpostavki velja tudi za W7.
Zato mora biti

Racunamo
PW=k+1)=PU=1,Wy=k—-1)=pP(W =k).

Sledi P(W = k) = p*=1(1 — p).



3. Slucajna spremenljivka X naj ima porazdelitveno funkcijo F'y. Predpostavljamo,
da je Fx zvezna in je njena zozitev na vsak interval [k, k + 1), k € Z, linearna
funkcija. Oznacite z |x| najvecje celo stevilo, manjse ali enako = € R. Poiscite
porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Y = X — | X|.

Regitev: slucajna spremenljivka X ima gostoto, ki je na intervalu [k, k + 1)
konstantna, recimo c. Za 0 <y < 1 velja

P(Y <y) =P (X €kk+y]})

o

= Y P(Xe€lkk+y)

k=—o00
00

= Z CryY .

k=—o00

Porazdelitvena funkcija'Y je sorazmerna y na [0,1], zato je Y ~ U(0,1).



4. Naj bo (X,Y) € (0,00)? zvezno porazdeljen slucajni vektor in predpostavite, da
velja

fxy(zy)=f <x n y> g(z +y)
za ustrezni funkciji f, g. Pokazite, da sta slucajni spremenljivki
X
X1y m +

neodvisni. Lahko enoli¢no dolocite njuni gostoti?

Regitev: definiramo

X
O(z,y) = (I+y,x+y) :

Ta preslikava preslika (0,00)? bijektivno na (0,1) x (0,00) in velja
O (u,v) = (uv,v(1 — u))
z Je-1(u,v) = v. Po transformacijski formuli je
Joy(u,v) = f(u)g(v)v,

torej produkt funkcij na kartezicnem produktu (0, 1) x (0, 00), odkoder sledi neod-
visnost. Gostota U je veckratnik f(u), gostota V' pa veckratnik vg(v). Ker se
morata gostoti integrirati v 1, ju lahko natancno dolo¢imo.



5. V enotski krogli v R"™ naklju¢no in enakomerno izberemo tocko. V matemati¢nem
jeziku ima slucajni vektor X gostoto

1 .

0 sicer;

kjer je v, prostornina enotske krogle v R"”. Poiscite eksplicitno formulo za gostoto
komponente X; vektorja X.

Resitev: iskana gostota je robna gostota, torej
fx,(z1) = / fx (1,20, ... x,) deydas . .. dx, .
24 +22<1

Skupna gostota je na obmocju integracije konstanta, integriramo pa po krogli s
polmeromr = /1 — 22 vR""1. Prostornina krogle s polmerom r vIR"™! je enaka
Up_1 - 7" L. Sledi, da je

falan) = 22 (122

n

za —1 < xy < 1. Po drugi strani je

1 1
/ (1—- xQ)TLgld:E = 2/ (1-— x2)"51dw
-1 0

Sledt

za —1 <z <1.



6. Naj bodo 23, Z,, ..., Z, med sabo neodvisne standardizirano normalne slucajne
spremenljivke. Izracunajte

var (leg + ZQZ3 + -+ Zn,1Zn + ZnZI) .

Resitev: variance posameznih ¢lenov v vsoti so vse enake
E(Z272) — E(Z,Z5)* = 1.
Za kovariance racunamo za k # 1
CoV(Zy—1Zk, Z112) = E(Zy 1212, 1 2)) — E(Zx1Z)E(Z,17)) .

V wseh pricakovanih vrednostih se bo eden od indeksov pojavil samo enkrat, zato
so wvse pricakovane vrednosti enake 0. Sledi

var (Z1Z2 -+ ZQZg + 4+ anlzn + anl) =nNn.



7. Naj bo X = (X, Xs, ..., X,,) diskreten slu¢ajni vektor. Predpostavite, da imajo
za i = 1,2,...,n vektorji (X;, Xiv1,...,Xn, X1,...,X;_1) enako porazdelitev.
Oznacite S, = X; + - - - + X,,. Izracunajte

E(X1|Sn28>

Resitev: po predpostavki imajo za i = 1,2,...,n vektorji (X;,S,) enako po-
razdelitev, zato je

E(X,|S,=s)=E(Xs|S,=8)=--=E(X,|S, =s).

Po drugi strani je zaradi linearnosti
> E(Xi|Sy =5) = E(Sq|S. =5)=s.
i=1

Sledt <
E(X1|Sn:s):ﬁ.



8. Naj bodo (XY, Z) polinomsko porazdeljene s parametri n in (a,b,c). Za k =
1,2,...,n izracunajte
EYZ|X=k).
Regsitev: na dogodku {X =k} je Z =n—k =Y, torej je
EYZ|X=k)=E(Y(n—k-Y)| X =k)

in potrebujemo E(Y | X = k) in E(Y?| X = k). Pogojna porazdelitev' Y glede
na dogodek {X =k} je binomska s parametroma n —k in b/(1 — a). Sledi

EY|X=Fk = ("1__]2)()
" (n—K)be  (n— k)2

EY?*| X =k) = A=a) + 1= a)

Sledi, da je

Bz X = k) = O - G - G

Zgornje se poenostavi v

—k)(n—Fk—1)bc

EvZ|x =k =" oy



9. Naj bodo I, I, ..., I, neodvisni indikatorji z I}, ~ Bernoulli(%). Predpostavite,

daso Ji, Ja, ..., Jp, indikatorji, za katere za vse iy, ..., 1, € {0,1}in j1,...,Jm €
{0,1} velja
P(Jy= g1 Jm = | T =1, Ly =1in) = [ s (1= )",
k=1

pri emer je s = = ' | i; in razumemo 0° = 1. Izracunajte

var(Jy + -+ ) -

Resitev: pogojna porazdelitev vsote X = Jy + Jo + -+ + J pri danih Iy, ..., I,
je binomska s parametroma m in s = %Z?zl 1;. Iz pogojne porazdelitve sledi, da
je
E(X | Ilzil,...,fn:in):ms
m
E(X?| L =t1,....1, =4,) =ms(1 —s) + m*s*.

Formula za popolno pricakovano vrednost da

E(X)=mE (%lz:;lk> - %
B(X?) = <( ka) <1—%lz;:]k)>+m2E ng’f)Q

Tudi vsotaY =Y | I; je binomsko porazdeljena s parametroma n in % Sledi

m

E (X?) :%E(Y)—ﬁ2 v )+%E(Y2)
_m m n n2 ’ITL2 n n2
—E—n—(fz)*?(z*z)
_m m m2 m2
T T w1

Sledi
var(Ji+- 4+ Jp) = — — — + —.



10.

Naj bosta X in Y neodvisni nenegativni celostevilski sluc¢ajni spremenljivki z
isto porazdelitvijo. Za k > 1 naj velja

P(X:k:):iP(X%—Y:k—l).

Naj bo G rodovna funkcija spremenljivk X in Y. Pokazite, da je

k

Resitev: pomnoZimo obe strani dane zveze z s in sesteyjmo po k > 1. Ce

oznacimo P(X = 0) = p, velja

Y P(X =k)s"=Gx(s)—p

k=1
m
1 S
ZZP(XJrY:k— 1)s" = 7 Gxiy(s).
k=1
Ker imata X in'Y isto porazdelitev, velja Gx.y(s) = G(s)?. Iskana enacba je

G(s)—p= ZG(S)Q.

3

Vstavljanje s = 1 in upostevanje, da je G(1) = 1, nam da p = 1.



