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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 10, ocena pa je
enaka Stevilu pravilnih odgovorov, zaokrozeno navzgor.
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1. Naj bodo dogodki Ay, As, ..., As, neodvisni. Utemeljite, da so dogodki
(A1 N A2) (A3 Ay)S, ... (Agpg N Ay )¢

neodvisni.

Regitev: za resitev imamo ve¢ moznosti. Prva je ta, da opazimo, da so dogodki
AT N Ay, Ay N Ay, ..., Ag1 N Agy, neodvisni in se sklicemo na izrek s predavany,
da neodvisnost dogodkov implicira neodvisnost njthovih komplementov. Druga
moznost je racun z uporabo formule za vkljucitve in izkljucitve. Naj bo m < n.
Racunamo

P (ML (Agg—1 N Agi))
= 1—P (U, (Agy—1 N Agy))

= 1-— ZP (Agp_1 N Agp) + Z P ((Agk—1 N Agp) N (Ag—1 N Agy)) — - -

k=1 1<k<I<m
= 1- Z P (Agp—1 N Ag) + Z P (Agp_1 N Agy) P(Agy_1NAy) —---
k=1 1<k<i<m

I
s

(1 = P (Agp—1 N Agp))

B
Il
—_

P (g1 N Agp)?) .

I
3

B
Il
—

Razmislek velja enako za vsako podskupino dogodkov, ne samo za prvih m. S tem
smo preverili neodvisnost po definiciji.



2. Oznacite s X(_oo . indikatorsko funkcijo intervala (—oo,z]. Naj bosta X in Y
diskretni sluc¢ajni spremenljivki s konénima naboroma vrednosti in naj za vsak
x € R velja
P (X S :L“) =F (Y : X(_m,x](X)) .

Utemeljite, da za vsako omejeno funkcijo f velja

E(f(X)) = EXY[(X)) .

Resitev: naj bodo x1 < xo < --- < x, mozZne vrednosti X in dodajmo umetno
o < x1. Zapisemo lahko

FX) =) flanl (X =a1) =) f@r) (oo (X) = X(-som 1] (X)) -

Racunamo z uporabo linearnosti pricakovane vrednosti
E(f(X)) = > flan)P(X =)
k=1
— 5" flaw) (P(X < 1) = P(X < 141))
k=1

= 3 Fa) (B (Y X (X)) = E (Y - X(conn(X)))
= F (Y (Z f(l’k) (X(—oo7gck](X) - X(—OO7CEk—1](X))>)
y (Z FleL(x = >)>

k=1

(f(X)Y) .



3. Naj imata neodvisni slucajni spremenljivki X in Y gostoti fx in fy ter po-
razdelitveni funkciji Fy in Fy. Pojasnite, zakaj za vse z € R velja

[ prtFete - wdn= [ G -

Regitev: obe strani sta verjetnost P(X +Y < z). Velja namrec¢
P(X+Y§Z):/ fx (@) fy (y) d dy .
r4y<z

Zdaj pa dvakrat uporabimo Fubinijev izrek: pruvic enkrat najprej integriramo po
y in dobimo prvi integral, drugi¢ pa najprej po x in dobimo drugi integral.



4. Za celostevilski slucajni spremenljivki X in Y naj velja
P(X=kY=10)=PX=kPY =1

za vse k # 0 in vse [ € Z. Sta X in Y nujno neodvisni?

Resitev: za neodvisnost mora veljati P (X =k, Y =1) = P(X = k)P(Y =1) za
vse pare (k,1). Po predpostavkah velja enakost za vse pare, kjer je k # 0. Za
mangkajoce pare racunamo

P(X=0,Y=1) = PY

)= P(X #£0,Y =1)
l

= P(Y=1)-) P(X=FkY =)
k#0
= P(Y=10)-) P(X=kPY =1)
k£0
= P(Y =) (1-2P(X:k)>
k#£0

— P(Y =))P(X =0).

Neodvisnost sleds.



5. Slucajni vektor (X,Y’) naj ima vrednosti v (0,00)? in gostoto oblike

fxy(z,y) = h(z®+9?)

za funkcijo ene spremenljivke h. Utemeljite, da sta slucajni spremenljivki
2 2 . Y
U=X"+Y in V =arctg | —
X
neodvisni.

Resitev: preslikava
O(z,y) = (2 + ¢, arctg(y/z))

na (0,00)% ustreza predpostavkam transformacijske formule in preslika obmodje
na (0,00) x (0,7/2). Inverzna preslikava je

&~ (u,v) = (Vucosv, Vusinv)

z Jacobijevo determinanto Jo-1(u,v) = 5. Gostota vektorja (U, V) je

Fon(u,v) = %h(u).

Gostota je produkt funkcije samo spremenljivke u na (0,00) in funkcije samo
spremenljivke v na (0,7/2) (ki je konstanta). Neodvisnost sledi.



6. Slucajne spremenljivke Uy, Uy, Vi, Vi, Z1, Z5 naj bodo neodvisne s porazdelitvami
Uy, Us, Zy, Zy ~ N(0,1) in Vi, Vo ~ exp(1). Ali imata spremenljivki U;Z; + Uy Z
in V3 — V5 enako porazdelitev? Utemeljite odgovor.

Namig: velja
U1Z1 - i ((Ul —|— 21)2 - (U1 - Z1>2) .

Preverite, da sta Uy + Z1 wn Uy — Z1 neodvisni.

Resitev: meodvisnost slucajnih spremenljivk Uy + Z1 in Uy — Zy sledi z uporabo
transformacijske formule. Po lastnostih normalno porazdeljenih slucajnih spre-
menljivk sta potem

Uitz Uitz
V2 V2

neodvisni standardizirano normalni. Kvadrat standardizirano normalne spre-

menljivke tma porazdelitev T’ (%, %), zato je

%((Ul + Zl)2 - (Ul - Zl>2) == W1 - Wl,

kjer sta Wl,Wl ~ I (%, %) in sta neodvisni. FEnak razmislek velja za UsZs.
Nazadngje lahko zapisemo

1,~ ~
U1Z1 + UQZQ - (Wl + Wg) - §(W1 + WQ) .

DO | —

Vsoti v oklepajih sta neodvisni in imata porazdelitev T'(1, %) MnoZenje z %

pretvori spremenljivki v oklepajih v T'(1,1) = exp(l), tako da je desna stran
res razlika dveh neodvisnih slucajnih spremenljivk s porazdelitvijo exp(1).



7. Naj bodo X, Xs,... neodvisne in X} ~ exp(l) za k > 1. Naj bo S, = X; +
Xo+ -+ X,. Naj bosta x < y fiksna. Izracunajte

P(Sn < T,y < Sn+1) .

Resitev: vemo, da je S, ~ I'(n,1). Prepisemo
{Sn <z,y< Sn-i-l} = {(Sann-i-l) € A}v
kjer je A ={(s,u): 0 <s <xz,u>y—s}. Zaradi neodvisnosti je

n—1_-—s —u

fS’ﬂ7X7l+l (57 u) = (n _ 1)'5 (& - e

za s,u > 0. Integriramo

x 1 o
fSn,Xn S, U ds du = / Snileisds . / 67udu
/A (5, u) o (n—1)! s

1 x
= - Snflefs . e*(y*S)dS
(n =1 Jo




8. Naj bo slucajna matrika X dana z

Zy Zy Zj
X=\%s Z5 Zs| ,
Zy Zg Ly
kjer so Zi,...,Zy neodvisne standardizirano normalne slucajne spremenljivke.

Definirajmo

Izracunajte cov(U, V).

Resitev: zaradi linearnosti je E(V) = 0, tako da je kovarianca enaka E(UV).
Determinanta je linearna kombinacija ¢lenov oblike Z;Z;Zy,, kjer so i,j,k ra-
zlicni.  Pricakovana vrednost produkta Z,2;7;7Z) pa je vedno 0, ker je vsaj en
indeks razlicen od vseh ostalih, pri cemer uporabimo dejstvo, da je pricakovana
vrednost produkta neodvisnih slucajnih spremenljivk produkt pricakovanih vred-
nosti. Enak razmislek velja tudi za Zs in Zy. Kovarianca je tako enaka 0.



9. Naj ima vektor (Xi,Xs,...,X,) multinomsko porazdelitev s parametri n in
P1,D2, - - -, Pr- lzracunajte cov(X, 1, X, | X1 =k1,..., Xpo = kr_2).

Namaig: velja

COV(Xr—laXr | X = kla v aXr—Q = kr—2)
= COV(Xr—lvn —k ==k — X \ Xi=ky,...,.Xo 9= kr—2> .

Resitev: s predavanjy vemo, da je pogojna porazdelitev slucajnega vektorja
(X,_1,X,) multinomska s parametrin —k; — -+ — k._o in

(pr—1/(Pr—1 +pr), 0r/ (Pr—1 +pr)). Kovariance med komponentam: multinomskih
vektorjev pa poznamo in iz njih dobimo

DPr—1Dr

COV(X,,«_l,XT | X1 = ]{31, . ,XT_Q = kr_Q) = —(n—k‘l— . '—kr_g)'m .
r—1 T



10. Naj bo Xy, X1, ... zaporedje nenegativnih celostevilskih slucajnih spremenljivk
z vrednostmi v {0, 1,...,m} ter naj velja

—k k
PXpy =k +1|Xy=k)= " in PXpp1=k—1|X,=Fk)=—
m m

za k = 0,1,...,m. Najdite zvezo med Gy, ,(s) in Gx,(s). Zveza naj vsebuje
odvode rodovnih funkcij. Kaksno porazdelitev mora imeti Xy, da bodo imele
vse spremenljivke Xy, X1, ... enako porazdelitev?

Resitev: velja

E(SX”“|Xn:k):sk+1-m—_k+sk_1-£.
m m

Po formuli za popolno pricakovano vrednost je
GXn+1 (S) = E (SXnJrl)

= i E(s* | X, =k) P(X, = k)

k=0
“ k k

= Z (s A A —sk_l) P(X, =k)
— m m

82 !/ ]' !
= SGXn(5>_EG n<5)+EG (s).

Ce sta porazdelitvi X, in X, enaki z rodovno funkcijo G, velja enacba
1
(1-35)G(s) = —(1—5")G(s),
m

kar se poenostavi v

L1+ )G (s).

m

G(s)
To diferencialno enacbo z locljivima spremenljivkama resi funkcija
G(s) = (1 + )™,
kjer je ¢ konstanta. Ker je G(1) = 1, sledi
1+s\"
G(s) —
o-(5)

kar je rodovna funkcija porazdelitve Bin(m, %) Po zgorngi rekurziji imajo vse

Xo, X1, ... enako porazdelitev, e je Xy ~ Bin(m, 3).




