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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 10, ocena pa je
enaka navzgor zaokrozenemu Stevilu pravilnih odgovorov.
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1. V nekem verjetnostnem prostoru velja, da lahko vsak dogodek A zapisemo kot

unijo disjunktnih dogodkov A’, A” C A, za katera je P(A’) = P(A”) = 1P(A).
Naj bodo A, B in C' dogodki. Utemeljite, da obstaja tak dogodek D, da bo
veljalo

P(AND) = 1P(A)

P(BND)=3;P(B)
P(CND)=3;P(C)
P((AUB) mD) = 1P(AUB)
P((AuC)ND) =1P(AUQC)
P((BUC)ND)=1iP(BUC)
P((AUBUC)ND) =1P(AUBUC).
Resitev: trditev velja v splosnejsi obliki: ce so Ay, ..., A, dogodki v tem prostoru,

namrec obstaja tak dogodek D C U}_, Ay, da velja
P((A;, UA,U---UA; )ND) =1P(A, UA,U--- U4, )
za vsak nabor 1 < iy < iy < --- < i, < n. Oglejmo si dogodke oblike
Co,=ATNAN---NA,

kjer je x ali ni¢ ali c; indeks p predstavija n-terico izbir za * pri vseh mnoZicah.
Za razlicne nabore p so dogodki C, disjunktni, po predpostavki pa za vsak nabor p
obstaja tak dogodek D, C C,, da je P(D,) = $P(C,). Najbo D =U,D,. Vsako
unijo A, U A;,, U---UA;  lahko napisemo kot disjunktno unijo dogodkov C, za
p € P, kjer je P mnoZica vseh n-teric p, pri katerih pri vsaj eni od komponent z

ideksi iy, 19, . . ., 1y, velja izbira nic. Koncno je
= P(Upepr)

= ZP(DP)

peEP

1N P(C)

peEP



2. Gostota vektorja (X,Y) je za (x,y) € R? oblike
fxy(zy) = fx(x) g(y — ax)

za funkcijo g in konstanto a. Sta sluc¢ajni spremenljivki X in Y —aX neodvisni?

Resitev: oznacimo Z =Y — aX. Transformacijska formula nam da

Ixz(x,2) = fx(x) g(2).

Gostota na desni je produkt funkcije samo spremenljivke x in funkcije samo
spremenljivke z, 1z cesar sledi neodvisnost.



3. Racunalnik generira neodvisne sluc¢ajne spremenljivke Uy, Us, ... z Uy ~ U(0, 1)
za k =1,2,.... Kako bi generirali neodvisne pare (X1,Y7), (X2,Y3),... z gostoto

2 zald<z<y<l,
0 sicer?

flz,y) = {
Resitev:

Prvi nacin: postavimo (X, Yy) = (min(Usy_1, Usk), max(Us_1, Usi)) za k =
1,2,... Neodvisnost je zagotovljena, pravilnost porazdelitve pa utemeljimo tako,
da za Jordanovo merljivo mnoZico G C {(z,y): 0 < x <y < 1} opazimo, da je

P(( X3, Y3) € G) = P((Ugp—1,Usg) € G) + P((Ugp—1, Usi) € G) = 2|G,

kjer je G mnozica G, zrcaljena preko simetrale lihih kvadrantov, |G| pa ploséina
mnozice G.

Drugi nacin: preslikava

D(ur, ug) = (Vugur, /uz)

preslika (0,1)? bijektivno na G. Velja

o (z,y) = (%yg)

z Je-1(x,y) = 2. Definiramo lahko torej

(X, Yi) = (VUaUzi 1, VUi )

Neodvisnost parov sledi iz neodvisnosti Uy, Us, ..., vsi pa imajo pravo gostoto.
Kako zgornje uganemo? Par (X, Y:) ima dano gostoto, kar pomeni, da je gos-
tota Yy, enaka fy(y) = 2y, kar je toéno gostota /Us. Ko enkrat izberemo y
koordinato, mora biti X pogojno enakomerno porazdeljen na (0,y), kar izraza
prva komponenta.



4. Slucajni spremenljivki X in Y naj imata gostoto, dano z

2 zaz,y>0inz+y<l1
0 sicer.

fxy (@ y) = {

Utemeljite, da imajo slucajne spremenljivke X, ¥ in 1 — X — Y enako po-
razdelitev.

Resitev: slucajni spremenljivki X in Y wmata enako porazdelitev po simetriji,
gostota pa je fx(x) =2(1 —x). Oznacimo Z =1— X —Y. Racunamo

P(Z<z)=P(1—-2<X+Y)=1-(1-2)

za 0 < z < 1. Z odvajanjem sledi fz(z) = 2(1 — z).



5. Naj bodo spremenljivke Uy, Uy, Z1, Z3 neodvisne, z U; ~ I'(1,1) in Z; ~ N(0, 1)
za i = 1,2. Vzemimo Se 6 € R in definirajmo

X =00+ U, Z,  ter Xy =0Uy+\/UsZs.
Utemeljite, da ima vsota X; + X, enako gostoto kot slucajna spremenljivka
X=0U+VUZ,
kjer sta U in Z neodvisni, U ~ I'(2,1) in Z ~ N(0, 1).

Resitev:

Prvi nacin. Zapisemo

/| Uy [ U
Xi+Xo=0U, +Uy) + U + U Z1 + Zy | .
1 2 (U1 2) 1 2( U+ 0, 2! U, + Uy 2)

Vemo, da je kvocient Uy /(Uy + Us) neodvisen od vsote Uy + Us, zato je vsota v
oklepaju neodvisna od Uy + Uy ~ I'(2,1). Poleg tega je vsota v oklepaju pogojno
na {U; = uy, Uy = us} standardizirano normalna in posledicno tudi brezpogojno
standardizirano normalna ter neodvisna od vsote Uy + Uy. Trditev sleds.

Drugi nac¢in. Naj bo g gostota porazdelitve I'(1,1), ¢ pa naj bo gostota standardne
normalne porazdelitve. Po predpostavki ima sluc¢ajni vektor (Uy,Us, Z1, Z3) gos-

toto fu,,v,,2,2, (W, Us, 21, 22) = g(ur) g(us) P(21) @(22). Preslikava @: (0,00)% x
R? — (0,00)? x R?, definirana po predpisu

(I)(ul7u2721722> = (ula Uz, eul + VvV U1 21, 6“2 + Vv U2 22) 3

je difeomorfizem z inverzom

x1—0u1 IQ—QUQ)

ki ima Jacobijevo determinanto 1/\/ujus. Sledi, da ima slucajni vektor
(U, Us, X4, X3) gostoto

-1
@ (UhUQ,CCl,Z'Q) - <u17 Usg,

Iz nje dobimo pogojno gostoto

X1,X2|U1, U\ L1y 42 1, U2 \/u_l \/U_l \/u—2 \/U_Z )

ki pove, da sta Xy in Xy pogojno na Uy = uy, Uy = uy neodvisni z

X1 | U1 == ul,Ug = Uy ~~ N(Qul,ul) m X2 | U1 == U17U2 = Uy "~ N(QUQ,UQ)‘ C’e




definiramo X := X1+ Xa, je torej X | Uy = uy, Uy = ug ~ N(G(ul +ug), uq +u2),
kar pomeni, da ima slu¢ajni vektor (Uy, Uy, X) gostoto

—0
Jor,vm.x (w1, ug, ) = \/ﬁg(ul)g(u2)¢(x \/%W)) )

Preslikava ®: (0,00)* x R?* — (0,00)? x R?, definirana po predpisu

X1 — 9<U1 + Ug))
Vur 4 U

\II(U/l?u?)I) - <u17 Usg,
je difeomorfizem z inverzom

U (ug, us, 2) = (w1, ua, O(ur + u2) + vVug + uz2)

ki ima Jacobijevo determinanto \/u; + uy. Ce torej definiramo U = Uy, + U,
in Z = (X — 0U)/VU, je slucajni vektor (Uy,Usy, Z) spet po transformacijski
formuli porazdeljen zvezno z gostoto fu, v, z(u1, us, 2) = g(uy) g(uz) ¢(z). Torej
so slucajne spremenljivke Uy, Uy in Z neodvisne, Z pa je porazdeljena standardi-

zirano normalno. Potem pa sta neodvisni tudi U in Z, vemo, da je U ~T'(2,1),
velja pa tudi X; + X9 = X = 0U + VU Z.



6. Naj bo X celostevilska nenegativna slu¢ajna spremenljivka in naj bo F(X) = a
in var(X) = b. Izracunajte

> 2% P(X >k).
k=1

Resitev: rac¢unamo

Z2kPX>k

k=1 =

¢M8

kZP



7. Naj bodo Xi, Xs,..., X, neodvisne, enako porazdeljene slucajne spremenljivke.
Definirajte X = £ 377 | X} in oznacite 02 = var(X;). Izracunajte

> (6 57|

k=1

E

Resitev: iz linearnosti dobimo, da je E(Xy) = E(X) za vsak k = 1,2,...,n.
Racunamo z upostevanjem neodvisnosti in bilinearnosti kovarianc ter dejstva, da
je kovarianca neodvisnih spremenljivk enaka 0. Dobimo

B (X = X)°| = var(X, - X)

= var(Xj) — 2 cov(Xg, X) + var(X)

, 20° o?
:0——+_
n n

o?(n—1) ‘

Konéno sledi




8. Naj bodo X,Y, Z diskretne s kontno mnogo vrednostmi ter pricakovano vred-
nostjo 0 in varianco 1. Naj velja

EY | X=x2,Z=2)=ar+bz

za konstanti a in b. Izrazite ti dve konstanti s cov(X,Y), cov(Y, Z) in cov(X, Z).

Namig: izracunagte E(XY') in E(ZY") po formuli za popolno pricakovano vred-
nost.

Resitev: po formuli za popolno pricakovano vrednost je

cov(X,Y) = E(XY)
=Y BE(XY |X=2,Z=2)P(X =x,Z=y)

:Zx(ax—l—bz)P(X:Q?,Z:Z)

=aFB(X?)+bE(XZ)
=a+beov(X,Z).
Podobno dobimo
cov(Y,Z) =acov(X,Z) +b.
Iz obeh enacb sledi

_ cov(X,Y) —cov(X, Z)cov(Y, Z)

¢ 1 — cov(X, 2)?2

m
cov(Y,Z) — cov(X,Y) cov(X, Z)

b= 1—cov(X, Z)?




9. Naj bosta X, Y diskretni slucajni spremenljivki s konéno mnogo vrednostmi in
var(Y) = a. Naj bo
EY | X =1z)=f(z)
in
var(Y | X = z) = g(x)

za funkciji f, g. Izracunajte

E(g(X)) + var(f(X)) .

Resitev: rac¢unamo

= Zg(ﬂf) P(X =

_Z Y?| X =2)-E(Y|X=2)%)P(X =x)
—EY2 ZEY!X—x P(X =),

Po drugi strani je

var(f(X))
= E(f(X)?) = B(f(X))

=Y E(Y|X=2)’P(X =1)- <ZE(Y|X:x)P(X=x))

=Y E(Y|X=2)P(X=ux)-EY)

Skupaj je

E(g9(X)) +var(f(X)) = E(Y?) — E(Y)* =var(Y) =a.



10. Naj bo Zy, Z, ... proces razvejanja. Predpostavite, da je F(Z2) < oo za vse
n > 0. Utemeljite zvezo

var(Zpin) = E(Zy)var(Z,) + E(Z,)* var(Z,,)

Resitev: oznacimo rodovno funkcijo slucajne spremenljivke Z, z G,. Ker je
Gn=GoGo---0G in je kompozitum asociativen, sledi Gpin(S) = Gp(Gy(s)).
Odvajajmo, posljemo s 1 1 in upostevamo, da velja tudi G,(s) 1 1. Dobimo

E(Zyr1) = i GG () Gin(s) = B(Z,) B(Zy)

B (Ll Zonsn = 1)) = Iy (GG (5)) (G5 + Gl (Gu(5)) 6L

Limato prepisemo v
E(Zmin(Zmin — 1)) = E(Z(Zy — 1)) E(Z0)* + E(Zyn) E(Zo(Z, — 1)) .
1z tega sledi
var(Zmin) = E(Zgw—i-n) - E(Zm-i-n)z
= (BE(Z},) — E(Zy)) E(Z,)* + E(Zy)(E(Z7) — E(Zy))
+ E(Zy) E(Z,) — E(Zy)* E(Z,)?

(Zm) (E(ZZ> - E(Zn)2) + E(Zn)2 (E(ng) - E(Zm)Q)
(Zm) var(Z,) + E(Z,)?var(Z,,) .

E
E



