PROBLEM GLADIATORJEV

Predpostavljamo, da imamo dve skupini gladiatorjev z m in n borci.
Njihove moci so sq, So,..., Sy, in ty,ts,...,t,. Predpostavljamo, da v borbi
dveh gladiatorjev z mocema s in ¢ zmaga prvi z verjetnostjo s/(s + t) in
drugi z verjetnostjo t/(s + t). Predpostavljamo tudi, da so izidi posameznih
spopadov neodvisni. Zmaga mostvo, ki eliminira vse nasprotnikove gladia-
torje. Predpostavljajmo najprej, da obe mostvi posiljata gladiatorje v boj v
takem vrstnem redu, kot so ostevil¢eni. Definirajmo

Fon(s1, ..oy Smite, ..., t,) = P({zmaga prvo mostvo}).

Kot smo videli, je ta funkcija ze za majhne vrednosti m in n zapletena. Iz for-
mule za popolno verjetnost in predpostavke o neodvisnosti izidov posameznih
spopadov sledi, da je
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Veljata tudi robna pogoja
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Rakurzijske enacbe (1) in robni pogoji enoli¢no doloc¢ajo funkcijo F,,. V
nadaljevanju bomo z uporabo zveznih porazdelitev pokazali, da je funkcija
F,, , simetricna v argumentih si,...,s,, in t1,...,t,. Iz tega izhaja, da ne
obstaja strategija, s katero bi eno ali drugo mostvo lahko povecalo verjetnost
za zmago. Torej ne obstaja optimalna izbira vrstnega reda, po katerem bi
gladiatorje posiljali v boj.

Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne zvezno porazdeljene slucajne
spremenljivke. Prepostavljamo, da je X ~ exp(A) in je Z > 0. Ra¢unamo z
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uporabo Fubinijevega izreka
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Sledi, da je
PX>Y+Z X>Z)=P(X>Y)P(X >7Z7). (2)

Iz te enakosti izpeljemo

PX<Y+ZX>7) = PX>Z)-PX>Y+2Z,X>Z) (3)
= PX>Z)-PX>Y)P(X >2)
= PX>2)(1-P(X >2))
= PX<Y)P(X>2).
Naj bodo Xi,...,X,, in Yj,... Y, med sabo neodvisne enako porazdeljene

slucajne spremenljivke z X;,Y; ~ exp(1). Definirajmo funkcijo
Gm,n(slw"7Sm;t17"~atn) - P(SIXI + - +3me Z tlyl + - +tnYn)

Iz definicije izhaja, da je funkcija G, , simetricna v prvih m argumentih in
v drugih n argumentih. Definirajmo

A={s1 X1+ + 5, Xy 2.V 4+ 1Y,

Zapisemo lahko
P(A) = P(AN{s1X1 > t,Y1}) + P(AN{t:Y1 > s1.X1}). (4)
Oglejmo si prvi ¢len v vsoti. Prepisemo ga lahko v

P(AN{s1 X; >t1Y1}) =
P(s1 X1 >tY14+ - +t,Y, —595Xo — - — 5, X, 51X1 > 1Y)
= P(s1Xi>2tYo+ - +t,Y, —s2Xo+ -+ 5, X)) P(s1.X1 > 4,Y7)
= P(s1Xi+ - +5uXpm 20Yo+ - +8,Y,) P(s1Y1 > 46X) .

Pri tem smo vloge v (2) porazdelili tako, da je X = $1X3, Z = ;Y] in
Y =tYs+---+t,Y, —s5Xo+ -+ + 5, X,,. Zlahka preverimo, da je
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tako da je prvi ¢len enak
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Iz enakosti (3) sledi za drugi ¢len

PAN{LY; > s1X}) =
= P(thY1 < s$1Xi+s2Yo+ -+ 5, X —toYo— - — 1,V 61Y] > 51X4)
— P(LY) < 83Ya bt $mXom — taYa — - — 1,Y,) P(1Y1 > 51X)1)
= P(s5Xa+ ..ot X > LYy 4+ 1,Y,) P(LY: > 51.X))

V tem primeru je bila porazdelitev vlog v (3) naslednja: X = Y3, Y =
SoYo+ o 4 8, Xy — Yo — - — 1Y, in Z = 51 X;. Drugi ¢len v (4) je torej

enak
t

S1 + tl .
Funkcija Gy, ,, ustreza natanko pravim rekurzijskim enac¢bam (1), kot verjet-

nosti F}, ,, v problemu gladiatorjev. Preveriti je treba le Se, da ustreza tudi
robnim pogojem. Po enakosti (2) za m = 1 sledi

Gmflvn(SQ, ey Sm;tl, e ,tn) .

P(siXi >t Y1+ +1,Y,) =
= P(siXi >tYi 4+ +t,Y,, s1.X1 > 1Y)
= P(s1 Xy >tYo+---+1,Y,) P(si Xy > t1Y7)
51

= P51 X1 >2tYo+ - +1,Y,) .
Iy (51X1 > 1Y )

Z ponavljanjem dobimo pravi robni pogoj. Na enak nacin preverimo Se to,
da dobimo prave robne pogoje za n = 1. Sledi, da je F},,,, = G-



