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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite veé, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.

Naloga a. b.

(AN BN BN BN BN BEe
o oo 0|00 |~

SRS IS

Skupaj




Verjetnost, 2014/2015, M. Orel, M. Perman

1. (25) Na letalo z n sedezi se bo vkrcalo n potnikov. Vsi imajo ze dolo¢eno Stevilko
sedeza, na letalo pa bodo prisli v istem vrstnem redu, kot so njihove stevilke sedezev.
Prva oseba, ki pride na letalo, nakljucno izbere sedez s stevilkami 2, 3, ..., n, tako da je
verjetnost izbire vsakega sedeza 1/(n —1). Ostali se vsedejo na svoj sedez, e je prost,
¢e ne, pa nakljuéno izberejo med sedezi, ki so Se na voljo. Oznacite z A; dogodek, da
bo i-ti potnik, ki se bo vkrcal, sedel na svoj sedez.

a. (10) Izracunajte P(As) in P(As3).

Resitev: Dogodek P(As) se zgodi, ¢e prvi potnik izbere sedez s Stevilko k > 2.

Sleds 9
n —
P(Ay) =

n—1"

Za Az obstajata dve moznosti: ali prvi potnik izbere sedez s steviko k > 3, ali pa
1zbere sedez s stevilko 2 in drugi potnik ne izbere sedeza s stevilko 3. Moznosti
sta disjunktni zato je

n—3 1 n—2
n—1 n—1 n—1"

P(A3) =

b. (10) Oznacite Hy, = {prvi potnik je izbral sedez k} za k = 2,3, ..., n. Pokazite,
da za 2 < k < n velja

P(A,|Hy) = [1+ P(An|Hpi1) + P(Ap|Hip2) + - -+ P(ALHy))

n—k+1

Resitev: Ce je prvi potnik izbral sedez k za 2 < k < n — 1, bodo potniki s
sedezi 2,3,...,k — 1 sedli na svoje sedeZe, potnik s sedezem k pa bo nakljucno
izbiral med sedezi 1,k+1,k+2,...,n. Ce bo izbral sedez 1, bodo potniki s sedezi
k+1,k+2,...,n sedli na svoje sedeze. Ce bo izbral sedez | > k, bodo potniki
k+1,...,1—1 sedeli na svojih sedeZih, situacija pa bo povsem enaka, kot ce bi
prut potnik sedel na sedez l. Tocéno to pove zgornja formula.
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2. (20) V razredu je 15 ucencev. Prvo uro so vprasani stirje od njih, drugo uro pri
drugem predmetu pa Se pet ucencev neodvisno od dogajanja prvo uro. Naj bo X
Stevilo uc¢encev, ki niso bili vprasani niti prvo niti drugo uro.

a. (10) Kaksna je porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X?

Resitev: Predstavljajmo si, da so ucenci kroglice v posodi. Tisti, ki so bili prvo
uro vprasani, so bele, drugi pa rdece. Nato 1z posode potegnemo kroglice, ki
ponazarjajo ucence, ki tudi drugo uro niso bili vprasani. Seveda pa lahko inter-
pretacijo prve in druge ure tudi zamanjamo. Kakor koli, slucajna spremenljivka
X je porazdeljena hipergeometrijsko in lahko zavzame vrednosti 6, 7, 8, 9 ali 10.

Sled . (D7) _ () (o)
G

Od tod izracunamo:

2 40 30 20
P(X=6)=—,PX=7)=—, P X=8)=—, PIX=9)=—
P(X =10) = —

( ) 273

b. (10) Izracunajte E(X).

Resitev: Za vsakega ucenca, ki prvo uro ni bil vprasan, naj bo A; dogodek, da
tudi drugo uro ni bil vprasan (i =1,2,...11). Tedaj X Ssteje, koliko dogodkov A;
se zgodi, torej:

X = IA1+"‘+IA11
10 22
E(X) = P(A)+...+PAn) =11 ===

Druga moznost pa je, da pricakovano vrednost izrac¢unamo po formuli E(X) =
Yo kP(X =k).
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3. (20) Naj bo za zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki X > 0 in YV

1 _(w—o)?

fY|X:z(y):\/%e 2o

Predpostavite, da je X ~ exp(1).

a. (10) Naj bo
Y - X

VX

Pokazite, da sta slucajni spremenljivki X in Z neodvisni.

J =

Namig: izracunajte fzx—o(2).

Resitev: Ce je U poljubna zvezna slucajna spremenljivke z gostoto fy(u), potem
ima slucagna spremenlyivka V= aU + b gostoto

To pravilo lahko uporabimo tudi za pogojno gostoto. Sledi, da je

_ Ve (Va(z + Va) —2)’
fZ|X:z(Z) = \/%exp <— or ) .

Pokrajsamo in sledi

1 2
_ —2%/2
—(2) = e :
Jax=) =
Pogojna gostota je noedvisna od x, zato sta slucajni spremenljivki X in Z neod-
VISTA.

b. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke Y. Kot znano privzemite, da za
a>01in b > 0 velja

b

o —au—->
e u ™
/ dU — \/_6 2\/ab'
0

Vi Va
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Resitev: Racunamo z uporabo znanega integrala.

fry) = /OOOvaY@’y)dx
_ / °°fX<x>fY|x=x<y>dx

B / <y;x)2 dr
\/ 27m;

_3x
—e “LeYe T dr

3H
&l

27r

_“ \/_ o226/
\/27r \/3

_ \f v




Verjetnost, 2014/2015, M. Orel, M. Perman

4. (20) V posodi je 7 belih in 3 rdece kroglice. Kroglice iz posode izbiramo nakljuéno
po vrsti brez vracanja. Naj bo X stevilo belih kroglic, preden dobimo prvo rdeco
kroglico, Y pa stevilo belih kroglic med prvo in drugo rdeco kroglico.

a. (10) Poiscite vecrazsezno porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: Mozne vrednosti za slucajni spremenljivki so pari (k,l), za katere velja
k>0,1>0ink+1<7. Dogodek {X =k,Y =1} se zgodi, ée izberemo najprej
k belih kroglic, potem rdeco, potem [ belih in spet rdeco kroglico. Racunamo

PX=kY=1[=
7 (T—=1)(T—k+1) 3
T 10-(10—1)---(10—k+1) 10—k
(10 — k)10 =k —1) -+ (T — k — [ +1) 2

(10—k—1)-(10—k—2)---(10—k—1) (10—k—1—1)
T (7T=1) - (T—k—14+1)-3-2
10-(10—1)--- (10— k— 1 —1)
T(10—k—1-2)-3-2

(7—k—0)!-10!

b. (10) Pokazite, da imata spremenljivki X in Y enako porazdelitev. Izrac¢unajte
porazdelitev Y.

Namig: Porazdelitev X izracunajte posebej, ne kot robno porazdelitev. Nato
uporabite simetrijo vecrazsezne porazdelitve.

Resitev: Slucajna spremenljivka X je stevilo belih kroglic do prve rdece. Dogodek
{X =k} se zgodi, ée dobimo najprej k belih kroglic in nato rdeco. Dobimo

7-(7—1)(T—k+1)-3

P(szr)z10,(10_1>...(10_k+1)-(10—k‘)

za k = 0,1,...,7. Po drugi strani dobimo porazdelitvi spremenljivk X in Y
kot robni porazdelitvi dvorazsezne porazdelitve. Ker je ta porazdelitev simetricna
funkcija k in 1, morata biti porazdelitvi X in'Y enaki. Ker poznamo porazdelitev
X, poznamo tudi porazdelitev Y .
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5. (20) Posten kovanec mec¢emo, dokler ne dobimo ali dva grba ali dve stevilki za-
povrstjo. Naj bo X potrebno stevilo metov.

a. (10) Pokazite, da za vsako nenegativno celostevilsko slucajno spremenljivko Y

za |s| < 1 velja

is"P(Y >n) =

n=0

1—Gy(8)
1—s5

Namig: zapisite P(Y >n) =" | P(Y = k) in obrnite vrstni red sestevanja.

Resitev: Racunamo

i s"P(Y >n) =
n=0

D5t Y P(Y =k
ZP(Y:k)isn
- 1— s
k=1P(Y:k). L—s
115§:P(Y:k)'(1—8k)
115(1_P(Y:0)—(Gy(8)—P(Y:0))
1—Gy(8)

1—s5

b. (10) Izracunajte Gx(s) in navedite porazdelitev slucajne spremenljivke X.

Resitev: Uporabimo lahko prvi del naloge. Dogodek {X > n} se lahko zgodi,
ce na prvih n metih dobimo izmenicno grbe in stevilke ali 1zmenicno Stevilke in
grbe. Obe moznosti imata enako verjetnost 27", torej za n > 2 velja P(X >
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n) = 2=V Z upostevanjem P(X > 0) = P(X > 1) = 1 racunamo

Zs"P(X>n) = 1+s+anP(X>n)

n=0 n=2
= lts+)y s270l
n=2
s 23 (8)
= S — —
2 2
n=0
Lpsy
— S
2(1 — 5/2)
2
S
- 1
+s+ 5

Sledi )
(1—3)(1+s+ - ):1_GX(S>
ali . .
21 _tT%) 2
Gx(s)=s (1 2—3) 85—
Sleds .
P(X =n+2) = 20
ali )
P(X =n)= S

zan=2,3,....
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6. (20) Hazarder Marko obis¢e 100 igralnih avtomatov. Pred vsakim vrze poSten
kovanec. Ce pade cifra, na tem avtomatu igra, sicer pa ne. Na vsakem avtomatu ima,
¢e igra, pricakovano izgubo 1 evro, standardni odklon pa je 3 evre. Privzamemo, da
so posamezne igre in meti kovanca med seboj neodvisni.

a. (10) Izracunajte pricakovano vrednost in varianco Markovega izkupicka po obi-
sku vseh igralnih avtomatov.

Resitev: Ce z S oznac¢imo Markov izkupicek, potem ko obrede vse avtomate, lahko
pisemo:
S=5LX+ LXy+ -+ LiooXio00,

kjer je I, = 1, ¢e je Marko igral na k-tem avtomatu, sicer pa je I, = 0; X
je Markov izkupicek na k-tem avtomatu (namisljen, ¢e Marko tam ni igral).
Racunamo:

E(Ix Xg) = E(Iy) E(Xy) = —,
B(X}
E((IxX)?)

)
= E( Xi) =5,
var(I,Xy) = E((ItX3) ) - (E([ka))2 =

ali alternativno:

E(L Xy Xy =0)=0,  B(L X)Xy =1)=-1,

1
V&I‘(E(Ika‘Xk)) = Z,
V&I‘([ka’Xk = 0) = 07 Var([ka|Xk = 1) = 9,
9
E(Val"(]ka|Xk)) = 5,

19
V&I‘([ka‘Xk = 1) = V&I‘(E([kalxk)) + E(Var([ka|Xk)) = —.

Torej je E(S) = —100/2 = —50 in var(S) = 100 - 19/4 = 475.
b. (10) Priblizno izra¢unajte verjetnost, da bo imel Marko na koncu dobicek.

Resitev: Po centralnem limitnem izreku je:

50
PS>0 ~1-&(— ) =0,011.
( ) (\/475)



