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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) V standardnem kupu 52 kart je 13 razlicnih vrst kart, od vsake po 4. V igri
Baccarat delilec kart vzame 8 standardnih kupov kart in jih dobro premesa. Privza-
memo, da so vse permutacije 416 kart enako verjetne. Delilec z vrha kupa premesanih
416 kart vzame 52 kart.

a. (10) Koliksna je verjetnost dogodka, da so med 52 kartami, ki jih delilec vzame
z vrha, zastopane vse vrste kart? Binomskih simbolov in vsot vam ni treba
poenostavljati.

Resitev: Oznacimo z A dogodek, katerega verjetnost nas zanima. Oznacimo
A; = {manjka vrsta i kart}

zai=1,2,...,13, kjer smo vrste kart ostevilcili. Velja A° = U3, A;. Pruvih 52
kart je zaradi dobrega mesanja nakljucen vzorec izmed vseh 416 kart. Racunamo

(416—32) (416—64)
P(Al) — (45+6)’ P(Al ﬂ Ag) — (45126)
52 52
wmn splosno
416—32k

(52)

za k =1,2,...,11; za k = 12,13 je dogodek Ay N Ay N --- N A nemogoc. Po
formuli za vkljucitve in izkljucitve in zaradi simetrije velja

P = Y (1 <1k3) - %

k=1 52
torej je
11 416—32k
13
P(A) = Z(_l)k(k> ) ( 45126 ) )
k=0 (52)

Numericni izracun pokaze

P(A) = 0,8554971 .

b. (10) Ena izmed vrst kart je tudi as. Naj bo B dogodek, da je med vrhnjimi 52
kartami vsaj en as, in A dogodek, da so med 52 kartami, ki jih vzame delilec,
zastopane vse vrste kart. Izracunajte P(A|B). Binomskih simbolov vam ni treba
poenostavljati.
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Resitev: Opazimo, da je A C B, torej je
(AN B) PA)  P(A)

pAB) =L -

P(B) ~1-PB) | ("%

416
(%)
Numericéni izracun pokaze

P(A|B) = 0,865574 .
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2. (20) V posodi je B > 2 belih in R rdecih kroglic. Kroglice iz posode izbiramo
zapovrstjo nakljuéno brez vracanja. Naj bo X stevilo izbiranj do vkljuéno prve bele
kroglice, Y pa stevilo izbiranj do vkljuéno druge bele kroglice.

a. (10) Izracunajte skupno porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: Mozni pari vrednosti za slucagni spremenlyivki X in'Y so vsi celostevilsk:
pari (k,1), za katere je 1 <k <1 < R+2. Ce naj se dogodek {X =k, Y =1}
zgodi, moramo najprej dobitt k — 1 rdecih kroglic, belo, | — k — 1 rdecih in spet
belo. Oznacimo N = B + R. Verjetnost danega dogodka lahko izracunamo kot
R R-1 R—Fk+2 B
P =Y =D=% 7" " N_k12 N_hil
R—-—k+1 R—-1+4+3 B-1
" N—k  N—-I[+2 N—I+1
B(B—-1)R!(N —1)!
~ (R—=1+2)!N!

ali kot

(g—_é)  B(B-1)R/(N —1)!

(g) T (R—I+2)IN!

PX=kY=1I)=

b. (10) Utemeljite, da za vse [ =2,3,...,R+2ink=1,2,...,1 — 1 velja

in opazimo, da so vse verjetnosti v vsoti enake (neodvisne od k). Trditev sledi.



Verjetnost, 2019/2020, M. Perman, A. Zalokar

3. (20) Naj ima slu¢ajna spremenljivka T, gostoto

zaa>0int > 0.

a. (10) Predpostavite, da sta T, in Z neodvisni z Z ~ N(0,1). Poiscite gostoto

W =T,Z.

Resitev: Definiramo

D(t, 2) = (t,Vtz).

Imamo

q>—1(t,w):(t,w/ﬁ) in Jq,l(t,w):%.

Par (T,,W) ima gostoto

Frow (b 0) = fult) fz (%) o

Gostoto W izracunamo s formulo za robno gostoto. Dobimo

o0

a 1 a2 w2
fww) = — —e e 2 dt
2 J, 12
a o0 7(a2+w2)v
= — e 2

2m Jo

a

m(a? +w?)’

dv

b. (10) Izra¢unajte gostoto
1

Y = —+—.
14+ 1122

Regitev: Slucajna spremenljivka Y bo imela vrednosti na (0,1) z verjetnostjo 1.
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Zay € (0,1) racunamo

1
PY<y) = P— <
Y=y <1+le2—y

1
= P(TlZQZ——1>
Y
1
= P(\/T1|Z\2 ——1)
Y
== ZP(\/leZ 1-1)
Vy
1 1
= 1——arctg( ——1).
@ Y

Odvajamo in dobimo

frly) =

Z drugimi besedami Y ~ Beta(3,1).
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4. (20) Naj bo X; = 1. Privzemite, da za n = 2,3,... velja

n+1—k k

P(Xpi1 = k| X, =k) = in P(Xpp=k+1|X, =k) =

n—+1 n+1
zak=1,...,n. Naj bo
 Xa (X + 1)
"+ 1)(n+2)°
a. (10) Izracunajte
E (Y| Xn=Fk) .
Resitev: Po definiciji je
(Xn+1(Xn+1 + ].)‘ _ k)
(n+2)(n+3) ="
1 n+1—k k
= k(k+1) ——+ (k+1)(k+2
(n+2)(n+3)(( 1) n+1 Tk 1)(k+ >n—|—1)
1
= ck(k+1 1—k k+2
i Dt 2nrs) FEEDEL= R 2)
k(k+1)

(n+1)(n+2)

b. (10) Izracunajte var(X,).

Resitev: Po formuli za popolno pricakovano vrednost je

EWni) = 3 BV X, = K)P(X, = k)
k=1

 ~  k(k+1) B
- ;(n+1)(n+2)P(Xn_k)

= E(Y,).

Opazimo, da je E(Yy) = 1/3. Sledi

B (X, (X, +1)) = (n—l—l)?)(n—l—Q).

Za izracun variance potrebujemo FE(X,,). Iz pogojne porazdelitve dobimo

n+2
n+1

E(Xn-i-l) = E(Xn) )
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kar nam da E(X;) =1 in E(X,) = 1(n+1). Sledi
var(X,,) = BE(X,(X, 4+ 1)) — B(X,) — E(X,)?,

kar nam da
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5. (20) Naj bo N nenegativna celostevilska sluc¢ajna spremenljivka, za katero velja
b
PIN=n)=(a+—-)P(N=n—-1); n=1,23,...,
n

kjer a € [0,1) in b > 0. Za rodovno funkcijo slucajne spremenljivke N velja
(1 —as)Gy(s) = (a+b)Gn(s).

Ta enacba tudi enolicno doloca Gy .

a. (10) Izracunajte E(N) in var(N).
Resitev: Imamo

13%1(1 —as)Gly(s) = lggl(a +b)Gn(s) .

Ker je Gn(s) zvezna na [—1,1], velja

lﬁigl(a +b)Gn(s) = (a+b)Gn(1) = (a+ D).

Na levi strani imamo

lim(1 — as)G'y(s) = (1 — a) 181%1 Gy(s)=(1—-a)E(X).

sT1

Sledi

a+b
E(N):l_a.

Odvajamo zacetno enacbo z Gy in za s € (—1,1) dobimo
—aG'y(s) = (1 —as)Gy(s) = (a+ b)G'y(s).
Vzamemo limite s T 1 in dobimo
—aFE(N)+ (1 —=a)E[N(N —1)] = (a+b)E(N)

Preuredimo v
—E(N)+ (1 —a)E(N?) = (a+b)E(N).

Imamo
E(N?) = (1 +a1+_bc)lE(N) .
Sleds (1+a+0b)(a+b) (a+0b)? +b
R G ¢ s (s
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b. (10) Naj bodo I, I5, ... neodvisne in enako porazdeljene slu¢ajne spremenljivke
z I; ~ Bernoulli(p). Najbo X =1 +---+ In. Za X velja

P(X =n)= <C~L+é) PX=n-1); n=123,...,
n

za a in b. Izracunajte a in b.

Regitev: Vemo, da velja Gx(s) = Gn(Gr,(s)). Po definiciji G, (s) = q+ps, kjer
qg=1—p. Imamo

Gx(s) = Gnlg+ps).
Odvajamo in dobimo

G'xy(s) =pGiy(a+ps),

zato )
a,
Gx(s) _ Cilatps) __ atb _Tutia
Gx(s) " Gnlg+ps) ~1—ag—aps  1—5E0
Iz enacbe poracunamo a = 1f—’;q inb= li—i’;q. Uporabili smo enoli¢nost.

10



Verjetnost, 2019/2020, M. Perman, A. Zalokar

6. (20) Ponujena vam je naslednja igra na sreco: iz Skatle, v kateri je veliko stevilo
listkov s Stevili, lahko nakljucno izberete 1000 listkov z vracanjem. Ce je vsota izbranih
stevil med vkljuéno @ in a + 100, dobite stavo, sicer jo izgubite. Stevilo a si lahko se
izberete. O skatli veste le to, da je povprecje 0,1 in standardni odklon 1,5811.

a. (10) Koliksna je priblizno verjetnost, da boste stavo dobili, ¢e si izberete a =
07 Stavo torej dobite, ¢e je vsota med vkljucno 0 in 100. Upostevajte, da je
d(—2) = 0,0228.

Resitev: Uporabimo centralni limitni izrek. Oznacimo vsoto s Sigog. Vemo, da

Je
P(0< S, <100) = P(—100 < S0 — 100 < 0)
100 Sho00 — 100
- P(— < <0
( V1000 - 1,5811 ~ /1000 - 1,5811 — )
P(—2< Z<0)
0,48.

b. (10) Katera izbira za a je za vas najugodnejsa? Utemeljite in izracunajte pri-
blizno verjetnost za dobitek za izbrani a. Upostevajte, da je ®(1) =1—-&(—1) =
0,8413.

Resitev: Ce si predstavljamo histogram za vsoto Sig, vemo da bo simetricen
okrog pricakovane vrednosti p = 100, wvisine blokov pa bodo padale na vsako
stran. Ker smemo izbrati le bloke z intervala dolgega 100, bomo seveda izbrali
najuisje bloke okrog i, torej interval od 50 do 150. Racunamo

P(50 < S, < 150)
= P(=50 < Sig00 — 100 < 50)

_ pe __Sww - 100 _ 0
V1000 - 1,5811 ~ /1000 - 1,5811 ~ /1000 - 1,5811
~ P(-1<Z<1)

0,68.
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