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1. (20) Sprehajamo se po mnozici Z vseh celih stevil na slede¢ nacin. Iz stevila i se
z verjetnostjo 3/4 premaknemo v Stevilo i + 1, z verjetnostjo 1/4 pa v stevilo i — 1.
Slednje velja za vse ¢ € Z in neodvisno od predhodnih izbir. Na zacetku se nahajamo
v Stevilu 0.

a. (10) Za vsako naravno stevilo n izracunjate verjetnost, da se po natanko n ko-
rakih nahajamo v stevilu 15.

Resitev: Ocitno potrebujemo vsaj 15 korakov, da pridemo v stevilo 15. Iskana
verjetnost je torej enaka 0 za n < 14. Za n > 15 bomo po n korakih v stevilu
15 natanko tedaj, ko se bomo k-krat premaknili ‘levo’ (tj. v smeri padanja) in
(k+15)-krat premaknili ‘desno’ (tj. v smeri narascéanja), kjer je k+(k+15) =n
0z. k= (n—15)/2. V posebnem vidimo, da je iskana verjetnost enaka 0 za vse
sode vrednosti n. Za lihe vrednosti n > 15 pa je iskana verjetnost enaka

() ()70

b. (10) Naj bo X,, stevilo, v katerem se nahajamo po n korakih (tj. Xy = 0). Naj
bo

n+15
2

T =inf{n > 0:|X,| = 2}.

Pri tem razumemo inf ) = oo. Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke 7.

Resitev: Ocitno velja T > 2. Ker je za lihe n liho tudi Stevilo | X,,|, sledi P(T =
k) =0 za vse lihe k. Naj bo sedaj k > 2 sod. Oznacimo

Ay ={|Xo| =0,|X1| = 1,| X2 =0,|X5] =1,..., | Xoi—a| = 0,]|Xs1] = 1, | Xo| =0}
ter ay; = P(Asg;). Tedaj je

PHT =k}) = P({|Xo| = 0,|X1| = 1,|X5| = 0,...,| Xp—2| = 0, | Xia| = 1, | Xi| = 2})
= P(Ap_ o N{|Xp1| = 1} 0 {|Xk| = 2})
= P {’Xk 1‘ = 1}ﬂ{‘Xk| = 2}|Ak 2)ak7 2

2
Ag—2

Il
OOIOT/-\
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Ker je ag =1, sledi P(T =2) =5/8. Za sod k > 4 pa velja

a2 = P(Ap—a N {[Xi—s| = 1} N {|Xj—2| = 0})
= P({|Xy-3| = 1} N {[Xi—2| = 0} A1) ai—a

(31,13
“\17177177) %

3
= S 0k—4-

8

Iz rekurzije dobimo ay_o = (3/8)*~2/2 in posledicno

PUT=k}) = @)Ufzm

za vse sode k > 2. Ker je
Srroa - 55 ()L
i=1 - _8i:1 8 o

sledi se P(T = oo0) = 0.
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2. (20) Na slepo izberemo tocko iz zaprtega kroga z radijem 1. Tj., izbrana tocka
je porazdeljena enakomerno na doticnem krogu, kar pomeni, da je verjetnost, da se
izbrana tocka nahaja v podliku s ploi¢ino p enaka p/m. Naj bo X razdalja izbrane
tocke do roba kroga.

a. (10) Izracunajte gostoto slu¢ajne spremenljivke X.

Resitev: Naj bo Fx porazdelitvena funkcija od X. Ker X zavzame le vrednosti
iz itervala [0, 1], sledi Fx(t) = P(X <t) =0 za vse t <0 ter Fx(t) = P(X <
t)=1zavset>1. Zat € [0,1) pa velja

7 —7(1—t)>
T

Fx(t)=P(X <t)= =2t — 2.

Za gostoto tako velja fx(t) =2—2t zat € (0,1) in fx(t) =0 sicer.
b. (10) Izracunajte E(X).

Resitev: Velja
E(X 1 2 —2t)d 201
— [ t2—2)dt=1*— | ==,
(X) /0< ) .
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3. (20) Racunalnik bo streljal v 50 tar¢. Pri vsakem strelu zadene dano tarco z
verjetnostjo 1/2, neodvisno od predhodnega streljanja. Za vsako tarc¢o ima na voljo 2
strela. Ce dano tarco zadene ze prvic, drugic ne strelja.

a. (10) Naj bo X stevilo tar¢, ki jih ra¢unalnik zadene. Izracunajte F(X) in var(X).

Resitev: Za 1 < i < 50 naj bo I; enako 1, ce racunalnik zadene i-to tarco, in 0

sicer. Teday je
E=A~(?§>-
1 1

Posledicno je E(I;) = 3/4 in var(l;) = 3/4 — (3/4)* = 3/16. Ker je X =
Il + -+ 150, sleds
E(X) =50 Z — 375,

Ker so slucajne spremenljivke I, ..., Isg neodvisne, sledi tudi

3
X)=50-— =9.375.
var(X) 16
b. (10) Naj bo Y stevilo strelov ra¢unalnika. Izracunajte E(Y") in var(Y).

Resitev: Za 1 <1 < 50 naj bo Z; enako 1 oz. 2, ce racunalnik pri streljanju v
i-to tarco porabi 1 oz. 2 strela. Tedaj je

Posledicno je E(Z;) = 3/2, E(Z?) =5/2 in var(Z;) = 5/2 — (3/2)* = 1/4. Ker
j6Y2Z1+"'+Z50, Sl@di

N[ =
NOI= DN

3
E(Y)=50- 3= 75.
Ker so slucajne spremenljivke Z, . .., Zso neodvisne, sledi tudi

1
var(Y) = 50 - 1= 12.5.
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4. (20) Racunalnik nam generira niz iz stevk 0,1,2, dokler ne izbere dveh enakih stevk
zaporedoma. V vsakem koraku izbere eno izmed treh stevk z enako verjetnostjo in
neodvisno od predhodnih izbir. Naj bo X dolzina niza (vklju¢no z zadnjo stevko), ki
ga racunalnik generira. Npr., ¢e je generiran niz enak 10121011, tedaj velja X = 8.

a. (10) Zai € {0,1,2} naj bo H; dogodek, da je prvi stevka v nizu enaka i. Pokazite,
da velja E(X) = E(X|H;) za vsak i € {0, 1,2}.

Resitev: Ker je P(H;) = 1/3 za wvsak i in so vrednosti E(X|H,), F(X|H,),
E(X|H3) med sabo enake, sledi

E(X) =) E(X|H))P(H;) = E(X|H,) = E(X|H,) = E(X|Hs).

1=0

b. (10) Izracunajte E(X).

Resitev: Naj bo Q(A) = P(A|H,) pogojna porazdelitvena mera in Egq pri-
padajoéa pricakovana vrednost. Za i € {0,1,2} naj bo K; dogodek, da je druga
stevka v nizu enaka i. Iz tocke (a) sledi

E(X) = Eo(X)
= ZEQ(X|KZ)Q(KZ)
_ % (Eo(X|Ko) + Bo(X|Ky) + Eo(X|Ky))
_ % (E(X|HyN Ko) + E(X|Hy N K1) + E(X|Hy N K>))
:%(2+(1+E(X)) +(1+ E(X))) =§+ gE(X%

in posledicno E(X) = 4.
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5. (20) Dana sta dva (med sabo neodvisna) procesa razvejanja 1 = Zy, Z1, Za, ... in
1= 24,71, 25, ..., kjer sta rodovni funkciji sluéajnih spremenljivk Z; oz. Z; enaki
— 1 1
G(s) = 0.49 + 0.51s” 0z. G(s) = 5 + 533.

a. (10) Izracunajte verjetnost izumrtja za vsak proces razvejanja posebe;j.
Resitev: Kvadratna enacba G(s) = s ima resitvi sy = 49/51 in so = 1. Zato je
verjetnost izumrtja procesa razvejanja Zy, Zy, Za, . .. enaka 49/51.

Pri drugem procesu resujemo enacbo
— 1
O:G(s)—s:5(53—25—1).
Ker bo 1 zagotovo nicla zgornjega polinoma, ga delimo z s — 1. Dobimo

%(s —1)(s*+s—1).

Preostali nicli dobimo z resevanjem kvadratne enacbe, kar nam da

-1-V5 145
31:T7 82:T7 83:1~

Verjetnost izumrtja je enaka najmanjsi nenegativne resitvi, ki je v tem primeru

enaka
—1+5
5 )

0=

b. (10) Najmanj koliko bi morala biti vrednost Z, € N (pri ¢emer bi ostalo Z, =
1), da bi bila verjetnost 1zumrtja procesa Zy, 4y, Zs, ... manjSa od verjetnosti
izumrtja procesa Zo, Z1, Zs,...7

Resitev: Denimo, da je Zy = n. Tedaj dani pmces mzvejanja obravnavamo kot
n med sabo neodvisnih procesov razvejanja 7, 2", Z) o (1 <i<n), kjer
je Z =1 za vsak i in je vsaka slucajna spremenljivka Z,' M = 1 porazdeljena z

rodovno funkcijo G. Za vsak i je seveda verjetnost izumrtja procesa razvejanja
Z(() ), Zf ), Zé ), ... enaka

49
a:= —.
51
Zaradi neodvisnosti je verjetnost izumrtja procesa Zy, 21, Zs, . .. enaka
lim P(Z" = 0,22 =o0,...,Z" =0)

n—oo

= lim P(Z) = 0)P(Z{? =0)--- P(Z{" = 0)

n—oo
= lim P(ZY =0) lim P(Z® =0)--- lim P(Z" = 0) = a".
n—00 n—00 n—00
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Ker je
a < —
2
natanko tedaj, ko velja
In (’1;\@)
n > = 12.029,
Ina

ugotovimo, da je najmansi iskan n enak 13.
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6. (20) Hitra srecka stane 2 EUR. V obtoku je 4% sreck, kjer izplacilo znasa 10 EUR,
10% sreck, kjer izplacilo znasa 5 EUR, pri 50% sreck nam povrnejo 2 EUR, preostale
srecke pa so brez dobitka. Ker je sreck v obtoku veliko in ves ¢as tiskajo nove srecke,
lahko privzamemo, da se ti procenti z nakupom novih sreck ne spreminjajo. Prav tako
privzamemo, da so srecke dobro premesane.

a. (10) Priblizno koliksna je verjetnost, da po nakupu 100 sreck ne bomo v izgubi?

Resitev: Naj bo X; cisti dobitek pri i-ti srecki. Tedaj je

-2 0 3 8
Xi”(o.36 0.5 0.1 o.o4>'

Posledicno velja
p=E(X;)=(-2)-036+0-05+3-0.1+8-0.04 = —0.1,
E(X?) =(-2)*-0.36+0%-0.5+3%-0.148%-0.04 = 4.9,

o = V/oar(X,) = \/E(X?) — B(X,)? = VA8,

Naj bo n = 100. Iz centralnega limitnega izreka dobimo oceno iskane verjetnosti,
ki znasa

av/n

10
—1-0(—
(\/489)
=1—P(0.45)
=1-0.6736 = 0.3264.

P(03X1+~-+Xn)i1—c1><0_’“m)

b. (10) Ocenite najvecje naravno stevilo n, da bo veljalo

P(po nakupu n sreck nismo v izgubi) > 0.1.

Resitev: Velja
P(po nakupu n sreck nismo v izgubi) = P(0 < X; +--- + X,,)

)
(%)
(=)
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Ker je ®(0.5398) = 0.1, sledi “X* = 0.5398 oz.

) (0.53980
n =

2
) = 142.49.
!

Iskano stevilo znasa torej priblizno n = 142.

10



