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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) V gledaliscu je n sedezev. Na blagajni so prodali n osteviléenih kart. Ljudje
so po vrsti dobili karte za sedeze 1,2,...,n in prihajajo v gledalis¢e po tem vrstnem
redu. Gost 1 izbere sedez nakljuéno med n sedezi. Ostali gosti se usedejo na svoj
sedez, ¢e je ta prost, sicer pa naklju¢no izbirajo med preostalimi sedezi.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da bo sedez gosta 3, ko le-ta pride v dvorano, Se
nezaseden?

Resitev: Oznacimo z A dogodek, katerega verjetnost Zelimo izracunati. Dogodek
A€ se lahko zgodi na dva disjunktna nacina:

— Ay = {gost 1 se vsede na sedez 3, gost 2 se vsede na sedez 2};

— Ay = {gost 1 se vsede na sedez 2, gost 2 se vsede na sedez 3};

Racunamo

P(A%) = P(Ay) + P(A,)

b. (10) Recimo, da je n = 100. Koliksna je pogojna verjetnost, da bo sedez gosta 50
Se prost, ko le-ta stopi v dvorano, pri pogoju, da je po prihodu gostov 1,2, ...,49
med sedezi 1,2,...,49 zasedeno 30 sedezev?

Resitev: Oznacimo dogodek z naloge z A. Iz besedila naloge razberemo, da je od
49 gostov, ki so v dvorano prisli pred gostom 50, 19 gostov nakljucno izbiralo
med sedezi 50,51, ...,100. Ce ne Zelimo, da bi bil sedez 50 zaseden, je prvi med
temi izbiral med 51 sedezi in ni izbral 50, drugi med 50 in ni izbral 50, ..., 19-ti
med 51 — 18 = 33 sedezi in ni izbral 50. Oznacimo pogoj z B. Sledi

50 49 32 32

P(AB) =2 = ... =2
(AB) =51 50" 33~ 51
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2. (20) Vektor indikatorjev (Iy, I, ..., Iy) naj ima porazdelitev

1
P([lzila---:[N:iN):m

n

za vse nabore z i € {0,1} in iy + i + -+ + iy = n za neki fiksen n > 0. Za b < N
naj bOXb:[1+IQ+"'+Ib.

a. (5) Izracunajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Xj.
Resitev: Slucajna spremenljivka Xy, lahko zavzame vrednosti k z omejitvijo
max(0,n — N +b) < k < min(b,n).

Racunamo
RIeeig
()

Velja torej X, ~ HiperGeom(n,b, N).
b. (5) Izracunajte P(Iy =1)in P(I, = 1,1, =1) za k # .

Resitev: Zaradi simetrije so vse verjetnosti P(I, = 1) enake in vse verjetnosti
P(I, = 1,1, = 1) enake. Dopustnih naborov, pri katerih je i, = 1, je (]lel),

dopustnih naborov z i, = 1,4, = 1 pa je (N_z). Sledi

n—2

P(Ikzl):% in P(Ik:1,1l:1):%.

To pa lahko dobimo tudi 1z hipergeometrijske porazdelitve: velja namrec

c. (10) Izracunajte var(Xj,).

Resitev: Racunamo

var(Xp) = Zvar(]k)—i— Z cov(Iy, I;)

1<k,i<b

]
n n nn—1) n?
= b (1= ) 4bh— 1) [l
v (1= 3) o >(N(N—1) N2)
B b N—b N-—n
- "N TN N-1
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3. (20) Slucajni vektor (X,Y’) je porazdeljen zvezno z dvorazsezno gostoto:

oy (o) = re ™ x>0, —ar® <y < azr?
XYY 0 ; sicer

kjer je a > 0.
a. (10) Dolocite konstanto a.

Resitev: Iz:

/ Ixy(z,y)dedy = / / re tdydx = 2a/ e "dr = 12a
R2 0 —ax? 0

izracunamo a = 1/12.
b. (10) Izracunajte gostoto porazdelitve sluc¢ajne spremenljivke Z = XY'.

Resitev: Oznacimo h(x,y) = xy in fiksirajmo x # 0. Enacba h(z,y) = z ima
edino resitev y = z/x in velja g—Z(x,y) = x. Torej velja:

fz(2) = /00 fxy (x, %) %dx =

oo |z]

:/ ie_g”dx:
x

>0 | |
—z?/12<z/x<2? /12

o
= / e “dx =
3/12|z|

— e~ V1202



Verjetnost, 2017/2018, M. Orel, M. Perman, A. Zalokar

4. (20) Kup m rdecih in m ¢érnih kart dobro premesamo, tako da so vsi vrstni redi
enako verjetni. Karte bomo delili od vrha eno po eno. Oznac¢imo n = 2m Stevilo vseh
kart. Za fiksen k£ z 1 < k < n definiramo

j 1 ce je k ta karta od vrha kupa rdeca
70 sicer.

in X} stevilo rdecih kart med £ razdeljenimi kartami od vrha.

a. (10) Za 2 < k < n izracunajte P(Iy =1, X)_1 = j), kjer je max(0,k —m —1) <
Jj < min(k —1,m).

Nang P(Ik = 1,Xk_1 = ]) = P(Xk_l = j)P(]k = 1|Xk_1 = j)

Resitev: Zaradi simetrije je prvih k — 1 razdeljenih kart vzorec velikosti k — 1
izmed vseh n kart. Sledi, da je X1 ~ HiperGeom(k — 1,m,n). Pogojno na
{Xk_1 =7} bo k-ta karta nakljucno izbrana izmed n — k + 1 preostalih kart, med
katerimi je m — 7 rdecih, torej bo

: m—j

P, =1Xy 1=j)= ———.

Sleds . .
(j)(k—l—j) m—j

Ply=1,X51 =j)= () AR
k—1

b. (10) Igralec na sreco lahko po razdeljenih k& — 1 kartah stavi, da bo naslednja
karta rdeca. Odloci se, da bo stavil, ¢e bo med Se nerazdeljenimi kartami vec
ali enako rdec¢ih kart kot ¢rnih. Izracunajte verjetnost, da bo igralec stavil in
pravilno napovedal rdeco karto. Verjetnost izrazite z ustrezno vsoto, ki je ni
treba eksplicitno izracunati.

Resitev: Ce je po k — 1 kartah razdeljeno j rdecih kart, bo igralec stavil, ¢e bo
m—j>m—|[(k—1)—j], ali z drugimi besedami k —1 > 2j. Iskani dogodek,
oznacimo ga z A, lahko torej zapisemo kot

A = Unin(0,k—m—1)<2j<k—11Xk—1 = J, [y = 1}.
Dogodki v uniji so disjunktni, zato je

P(A> = Z (T) (k:_nf_j) m—j

min(0,k—m—1)<2j<k—1 (kﬁl) n—k+1 ’

Vsoto nekoliko predelamo v

m—1 m

pay——m oy L)

n—k+1 min(0,k—m—1)<2j<k—1 (")
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5. (20) Naj bo II,, naklju¢na permutacija n elementov. Predpostavljamo, da so vse
permutacije enako verjetne. Naj bo X, stevilo fiksnih tock v II,, in G,(s) rodovna
funkcija slucajne spremenljivke X,,.

a. (10) Pokazite, da za j > 0 velja
PX,=j)=0+1)P(Xpp1=J+1).

Resitev: Verjetnost, da ima permutacija n elementov natanko j fiksnih tock,
dobimo tako, da izberemo j fiksnih tock, ostalih n — 7 elementov pa mora biti
permutiranih tako, da ni nobene fiksne tocke. Sledi
1
P(X,=j) = ﬁ P(X,_;=0).
Trditev 1z naloge sleds.
b. (5) Pokazite, da je G) . (s) = Gn(s), in izrazite G,(s) kot polinom v spre-
menljivki s — 1.
Resitev:  Enakost iz prejsnje tocke mnoZimo z s’ in sestejemo po j za j =
0,1,...,n. Dobimo

Gp(s) = ZP(Xn =)

n

=) G+ PXppr=j+1)s
=0
n+1

=Y kP(Xp =k)s*!
k=1

n+1

=Y kP(Xp =k)s"!
k=0

= G (s).
Permutacija enega elementa ima vedno natanko eno fiksno tocko, torej je
Gi(s) = s =14 (s —1). Nadaljnje rodovne funkcije dobimo z integracijo. Ob
upostevanju dejstva, da je Gp(1) = 1, izracunamo
(s —1)?
2 )
nakar z indukcijo dokazZemo, da je

(s =1  (s—1)
2 + 6 ’

Gao(s) =1+ (s—1)+ Gs(s) =1+ (s—1)+
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c. (5) Zavse k=0,1,2,...,n izracunajte P(X,, = k). Vsot vam ni treba poeno-
stavljati.

Resitev: V polinomu iz prejénje tocke moramo najti koeficiente pri potenci s*.

(s=1)"

—— Jje le-ta enak #(r) = COTF jer >k, sicer pa je enak

k K (r—k)!”

n -1 r—k
P(X,=k) = Zkkf(r—)_ky

Za 12raz

nic. Sledi
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6. (20) Igralniska hisa se odlo¢i, da bo naslednjim n = 30.000 gostom ponudila
promocijsko igro. Vsak gost bo vrgel posteno kocko. Ce bo dobil 6, bo lahko vstopil
zastonj in dobil se dva eura. Ce bo dobil 5, bo lahko vstopil zastonj. V vseh drugih
primerih bo gost placal obi¢ajno vstopnino 1 euro.

a. (10) Naj bo X, ¢isti dobicek hise za prvega gosta. Izracunajte F(X;) in var(X;).

Resitev: Mozne vrednosti za slucajno spremenljivko Xy so -2, 0 in 1 z verjetnos-

tmi 1/6, 1/6 in 4/6. Sledi

-2 4 1 4 4 1\? 11
E(X1)=?+6=§ m Var(Xl):6+6_(_) = —.

b. (10) Izracunajte verjetnost, da bo skupni ¢isti dobi¢ek manjsi od 10.490 eurov.

Resitev: Oznacimo Sszpp00 = X1 + Xo + -+ + X30000 0 racunamo z uporabo
centralnega limitneg izreka.

P(S30000 < 10490) = P(S30000 — 10000 < 10490 — 10000)
_ ( Stooe — 10000 _ 10490 — 10000 )
V30000 - \/11/9 ~ /30000 - 1/11/9
_ P( Shooo — 10000 _ 2756>
/30000 - 1/11/9
P(Z < 2,56)
0,9948.




