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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) Za okroglo mizo je 2n stolov. Na vecerjo pride n parov, ki jih gostitel;
nakljucno posede za mizo. Naj bo X,, Stevilo parov, ki sedijo diametralno. Oznacite
p(n,k)=P(X,, =k)za0<k<n.

a. (10) Izracunajte P(X, = 0). Dobljenih vsot vam ni treba poenostavljati.
Namig: 1zracunajte najprej verjetnost nasprotnega dogodka.
Resitev: Naj bo A = {X,, > 0} in definirajmo
A; = {na i-tem in (n +1)-tem stolu sedi par}

zai=1,2,...,n. Velja A =U>,A;. Potrebujemo verjetnost P(A1NA2N---NA;).
Presteti je treba permutacije 2n elementov, ki ustrezajo zgornjemu preseku. Med
n pari izberemo 1 parov, v vsakem paru enega od obeh in jih posedemo pa stolih
1.2,...,7. To lahko naredimo na
<7)2%!
i

nacinov. Ostalih 2n — 2i ljudi lahko posedemo na preostale stole poljubno, torej
na (2n — 2i)! nacinov. Sledi, da je
(")2%i!(2n — 2i)!

(2n)!

Po formuli za vkljucitve in izkljucitve in zaradi simetrije je

P(A) = Z(_l)i—‘rl () 2%'2(3)7”‘0 — 2i)!

i=1

b. (10) Izracunajte P(X, = k) za k = 1,2,...,n. Dobljenih vsot vam ni treba
poenostavljati.

Resitev: Izberemo 2k stolov, na katerih sedijo pari diametralno, ostale pa pose-
demo tako, da mobeden od parov ne sedi diametralno. Izbir diametralnih stolov
je (Z) Za razlicne izbire k parov diametralnih stolov so zgoraj opisani do-
godki disjunktni, njihova unija pa je tocno dogodek, katerega verjetnost moramo

wzracunati. Prestevanje ugodnih permutaciy nam da

(Z)22kk!-pOl——k,OXQn——Zk)L
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Sledi )
(7)"2K! - b(n — k,0)(2n — 2k)!

(2n)!

Upostvali smo, da moramo potem, ko posedemo k parov diametralno, ostale pos-
esti tako, da nobeden od parov ne sedi diametralno. Lahko si mislimo, da izbranih
k diametralnih stolov odstranimo, ostalih n—k parov pa posedemo tako, da nobena
dva ne sedita na diametralnih stolih. To vprasanje pa je enako vprasanju iz proega
dela, le za n — k parov.

P(X =k) =
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2. (20) Naj bodo &i,&,, ... med sabo neodvisne slucajne spremenljivke, enakomerno
porazdeljene na mnozici {1,2,--- ,m}, kjer je m > 1 dano stevilo, torej
1
P =1) = —
(& = 1) —
zat=1,2...,m.

a. (10) Definirajte B, = {&{ < & < --- < &} za r < m. Izracunajte verjetnost
dogodkov B,.

Resitev: Opazimo, da je
B, = Uicp chycchoem 181 = k1, 6 = ke )

Dogodki v uniji so disjunktni in imajo vsi verjetnost m=". Izbir naraséjocih r-
teric je (T) Sledi, da je
1 T
r m

b. (10) Definirajte
A ={& <& < <GINH{Gn <6 )
Izracunajte P(A,).

Resitev: Velja
Al = BT‘\BT-"-]. )

kjer je Bpy1 = 0. Ker je B..1 C B,, je

= (M) - ()G
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3. (20) Slucajni vektor (X,Y’) naj ima gostoto

1 -= +y2 pPTY __pzy
fX7Y<x7y) = —— ¢ 2(1-p9) <€17p2 +e 1,p2>

dmy/1 — p?
za |p| < 1in p # 0.

a. (10) Izracunajte robni porazdelitvi in dolocite, ali sta X in Y neodvisni.

Resitev: Robna porazdelitev slucajne spremenljivke X je integral dvorazsezne:

:/ Ixy(z,y)dy

x -H/ pTY _ Py
2152 el—f)z +e 1—ﬂ2> dy

47r\/1—7/
47r\/1—7/ 4w\/1—7/

Zdaj pa opazimo, da je v obeh integralih gostota bivariatne normalne porazdelitve,
pri cemer sta obe robni porazdelitvi v obeh primerih standardni normalni. Ko
upostevamo Se faktorja pred integraloma, dobimo
1 1 2 1 1 22
= . e T . -7
fx(x) > oo e + 5 e

1 a2

—= (& 2

Ver

Podobno dobimo, da je tudi Y standardna normalna. Ker za p # 0 velja
fxy(@,y) # fx(@) fy(y),

spremenljivki X in'Y nista neodvisni.

_z +2pry+y

2(1—p2) dy

_z *2pzy+y

20-0  dy +

5

b. (10) Definirajte (U, V) = (X+Y, X —Y). Izracunajte gostoto slu¢ajnega vektorja
(U, V) in slucajne spremenljivke U.

Resitev: Preslikava

zado$ca vsem pogojem transformacijske formule in njena inverzna preslikava je
o (u,v0) = (Su+0), Ju—v)) |

Jacobijeva determinanta pa je

Jo-1(u,v) = det (

NI N[~
| N [=
N
N——
I
|
N |
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Sledi

1 w402 p(u?—v?) _p(u?—v?)
fov(u,v) = ———=¢€ 40-2% [ e40-p") 4 40-p%
8my/1 — p?
1 _ (=p)u?+(1+p)v? _ (+p)u?+(1-p)v?
e 4(1—p?) +e 4(1-p2) .

N 8my/1 — p?

Robno porazdelitev spet dobimo z integracijo. Racun razpade na dva integrala.
Brez konstant je pruvi integral enak

0 (1-p)u4(14p)v? _(-pp?
/ e =% du=e 0= . \2T\/2=2p,

o

podobno pa pride tudi drugi integral. Ko pokrajsamo in sestejemo, dobimo

1 u? 1 u?
e 4+p) + ——————— ¢ 41-p) |

folw) = /T N N
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4. (20) Za okroglo mizo sedi n > 3 kockarjev. Vsak vrze svojo kocko; vse kocke so
standardne (kar pomeni, da lahko pade od 1 do 6 pik), postene (kar pomeni, da so vsa
stevila enako verjetna) in neodvisne. Oznacimo z W §tevilo parov sosednjih kockarjev,
za katere velja, da oba vrzeta sosednji stevili pik. Stevili iz mnozice {1,2,3,4, 5,6} sta
sosednji, ¢e se razlikujeta za 1 (3 in 4 sta torej sosednji, 6 in 1 pa ne, prav tako tudi
ne 3 in 3).

a. (10) Izracunajte E(W).

Resitev: Pisimo W = 1) + Iy + --- + 1,,, kjer je I; indikator dogodka, da i-ti
kockar in njegov desni sosed vrZeta sosednji stevili pik. Verjetnost tega dogodka

je:
21 11 )
ElL)==z-4+--=-=—,
(%) 3 3+3 6 18
torej je:
on
W)= —.

b. (10) Izracunajte var(W).
Resitev: Za izracun variance sta dva standardna nacina. Lahko nastavimo:
var(W) = E(W?) — (E(W))2

m

E(W?) =>"Y E(LI)).
i=1 j=1
Sluc¢ajna spremenljivka I;1; je indikator dogodka, da za i-tega in j-tega kockarja
velja, da s svojima desnima sosedoma vrZeta sosednje stevilo pik. Za v = j je
verjetnost tega dogodka seveda enaka 5/18; takih ¢lenov je v zgodnji dvojni vsoti
seveda n. Ce sta i-ti in j-ti kockar sosednja, gre za verjetnost dogodka, da meti
treh sosednjih kockarjev tvorijo verigo sosednjih Stevil. Verjetnost tega dogodka

je:
21 1 1 1
E(LL)==--+=--—=—;
(113) 3907336 12
takih élenov je v zgornji vsoti 2n. Ce pa i in j nista niti enaka niti sosednja, je
verjetnost tega dogodka enaka (5/18)% = 25/324; takih ¢lenov je v zgornji vsoti
n? — 3n (tukaj potrebujemo predpostavko, da je n > 3). Sestejemo in dobimo:

5 1 25 2502+ 69n
EWH=n-—+92n .- — 2 _ e e T
W) =n-g 2 5+ 0" =3n)- o 324
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Odstejemo in dobimo:
23n

T 108
Do tega pa lahko pridemo tudi s kovariancami — nastavimo:

var(W)

var(W) =Y > cov(l;, ;) = > Y E(L1)) — E(L)E(I;).

i=1 j=1 i=1 j=1

Zai = j jecov(li, ;) = 5/18 — (5/18)% = 65/324. Ce sta i-ti in j-ti kockar
sosednja, je cov(l;,1;) = 1/12 — 25/324 = 1/162. V wvseh ostalih primerih pa
je cov(l;, I;) = 0: dogodka, da soseda i-tega in soseda j-tega kockarja vrZeta
sosednge stevilo pik, sta neodvisna. Sestejemo in dobimo:

65 1 23n
I PO
var(W) =mn- o0 +2n- 1 = 105

kar je isto kot prej.
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5. (20) Naj bo Zy, Z1, ... proces razvejanja. Oznacite G(s) = E(s?).
a. (5) Naj bo G,(s) rodovna funkcija spremenljivke Z,,. Pokazite, da velja

Gmin(s) = Gn(Gm(s)) .

Resitev: S predavanj vemo, da je
G,=GoGo---0(.
Trditev sleds.
b. (15) Oznacite u, = F(Z,) in 02 = var(Z,). Pokazite, da velja

Hm+n = Hnfm
in
T = Wm0y + [0, -
Namig: Odvajange rodovnih funkcij.
Resitev: Z odvajanjem dobimo
Grnin(5) = G (Gm(s)) Gl (s) -

Upostevajmo

ligl Gx(s)=1 in ligl Gx(s) = E(X)

in dobimo

lin Gl (5) = G (1) Gl (1).

Prva trditev sledi. Za dokaz druge trditve upostevajmo, da je
ligl G%(s)=E(X(X —-1)).

7 dvakratnim odvajanjem dobimo
Grin(8) = GH(Gn(8))(Gr())* + G (Gin(5)) G (s) -
Ko s 11, dobimo

Ooin + Hivin — Hmtn = (00 + 115 — fn) 1oy + b (T + 112y — ) -

Uredimo clene in upostevamo pimin = fmflm 1 dobimo Zeleno zvezo.
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6. (20) Kovanec mecemo 2n-krat. Meti so neodvisni, verjetnost za grb pa je p = 1/2.
Oznac¢imo Stevilo grbov v 2n metih z Sy,.

a. (10) Koliksen mora biti n, da bo priblizno veljalo
P(Ss, =n) = 0,017
Ocenite z uporabo ®(0,0125) = 0, 505.

Resitev: Metanje kovancev je kot izbiranje listkov iz skatle, v kateri sta samo
gtevili 0 in 1. Vemo, da je p=1/2 in 0 = 1/2. Racunamo

P(Sy, =n) = P(n—%g&ngn—l—%)
= P(—%Ssgn—ngé)
= P S Ve < v
~ P(—\/%gzg\/%)

1
= 20(—) —1
= 0,01.
Sledi )
P(——=) = 0,505
(52) = 0.505.
toreg

Izracunamo n = 3183.

b. (10) Naj bo n = 5000. Koliksna je verjetnost, da se stevilo grbov in Stevilo
stevilk v 2n = 10000 metih razlikujeta za 100 ali manj?

Namig: Koliksno mora biti Stevilo grbov, da se stevilo grbov in Stevilo Steuvilk
razlikujeta 100 ali manj?

10
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Resitev: Nalogo najprej malenkost prevedemo. Stevili se bosta razlikovali za manj
kot 100, ce bo stevilo grbov med 4950 in 5050. Racunamo

P(4950 < S, < 5050) = P(—50 < S, — 5000 < 50)
50 _ Sy — 5000 50

P(= Va2 S iz J%/2)

S, — 5000
= P(-1< \/2_—n/2 <<1)
P(-1< 7 <<1)
= O(1) — d(-1)

0,68.

11



