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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) Butalci oni dan najdejo n > 2 zakladov in jih skrijejo v n skrivalis¢ — v
vsako skrivalis¢e po en zaklad. Podnevi si svoje zaklade ogledujejo, ponoci pa spijo.
Tepanjcani vsako no¢ iscejo zaklade ter vsak Se neodkrit zaklad najdejo in ukradejo
z verjetnostjo p. Privzamemo, da so vsa odkritja neodvisna tako med dnevi kot tudi
med skrivalisci.

a. (10) Oznac¢imo z A; dogodek, da so imeli Butalci i-ti dan po odkritju v rokah Se

natanko en zaklad. Izracunajte P(A4;).

Resitev: Vsak zaklad je i-ti dan po odkritju $e na mestu z verjetnostjo (1 —p)® in
ukraden z verjetnostjo 1 — (1 —p)*. Torej je P(4;) =n(1 —p)i(1—(1 —p)i)m1

b. (10) Za poljubna 4, j € N izracunajte P(A4; N A;).

Resitev: Locimo tri primere. Ce je i = j, je seveda
~1

P(A;NA;) = P(A) = n(1 —p)'(1 - (1—p))"

Naj bo zdaj i < j. Ce je posamezen zaklad i-ti dan Se na mestu, je tudi j-ti dan
e na mestu s pogojno verjetnostjo (1 — p)?~*. Torej je P(A;]A;) = (1 —p)~" in

posledicno
~1

P(A;NAj) =n(1—py(1-(1-p))"
Pri i > 7 pa se vlogi zamenjata in je
P(ANA}) = n(L=p)' (1= (1=p)))""

Vse tri primere lahko zdruZimo v enotno formulo

P(A;NAy) = n(1 — p)@xlidd (1 — (1 — pyminteahy" =+
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2. (20) Kovanec mec¢emo, dokler ne dobimo ali m grbov ali m stevilk, kjer je m > 1
dano celo stevilo. Oznacite z X Stevilo potrebnih metov. Privzemamo, da so meti
med sabo neodvisni in je verjetnost za grb enaka verjetnosti za Stevilko, torej 1/2.

a. (10) Izracunajte P(X = k) zavse k =m,m+1,...,2m — 1.

Resitev: Dogodek {X = k} se lahko zgodi na dva disjunktna nacina: ali v k-
tem metu prvi¢ dobimo natanko m grbov, ali dobimo prvi¢ natanko m stevilk. Z
uporabo negativne binomske porazdelitve ugotovimo, da sta verjetnosti za ta dva
disjunktna nacina enaki

(570 amraszr,

Sledi
k—1

m—1

P(X =k) = ( > (1/2)F1.

b. (10) Izracunajte E(X).

Namig: Upostevajte, da je
za vsak m, torej tudi za m + 1. Preverite, da je
k—1 k
(o) =)
m—1 m

Resitev: Po definiciji je

Prepisemo
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Racunamo

B(X) — Z k;( 1) (1/2)4

- m Z (m+1 )(1/2)1—2

~ om Mi ((ml+_1>1_1) (1/2)!

l=m+1

Vsota zelo spominja na vsoto izn_ll P(X =k) =1 za m+ 1 namesto m, le

zadngi ¢len za l = 2(m + 1) — 1 manjka. Sledi

B(X) = 2m<1 - (2;7) (1/2)2m) .
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3. (20) V posodi imamo b belih kroglic osteviléenih s stevili 1,2,...,b in r rdecih
kroglic ostevilcenih s stevili 1,2,...,r. Oznacimo n = b+ r. Kroglice iz posode
izbiramo po vrsti, naklju¢no in brez vracanja. Naj bo X Stevilo na prvi beli kroglici,
ki jo izberemo, Y pa Stevilo na prvi rdeci kroglici, ki jo izberemo.

a. (10) Ali sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni. Kaksni sta porazdelitvi X
in Y7

Resitev: Ponowvno branje besedila pokaZe, da dobimo X tako, da si nakljucno
1zbereno stevilo me 1 in b, Y pa tako, da si nakljucno izberemo stevilo med 1
i r. Slucagni spremenljivki sta neodvisni. Yaradi simetrije sta obe porazdelitvi
enakomerni.

b. (10) Spremenimo besedilo tako, da kroglice izbiramo tako dolgo, da dobimo ali
zapovrstjo belo in rdeco kroglico ali zapovrstjo rdeco in belo kroglico. Naj bo X
stevilo na beli, Y pa Stevilo na rdeci kroglici. Sta X in Y neodvisni?

Resitev: Velja enak razmislek kot v a. Stevila na kroglicah so neodvisna.
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4. (20) V posodi je M rde¢ih in N — M belih kroglic. Kroglice zatnemo izbirati po
vrsti brez vracanja, dokler ne izberemo vseh. Definirajmo

{ 1 ce je k-ta kroglica rdeca
[k: - .
0 sicer

a. (10) Za n < N definirajte S, = I + - -+ + I,. Izracunajte
E(S,|S, = a)
zal<m<n<N.
Resitev: Najgprej uporabimo linearnost in opazimo, da je
E(Su|Sn) = E(L|S,) + -+ + E(Ln]Sh) -

Zaradi simetrije so seveda vsa pogojna upanja v vsoti na desni enaka. Ker je
tudsi
E(Sy|S, =a)=S,,

dobimo, da je E(Ix|S, = a) = a/n za k < n. Sledi

ma

b. (10) Izracunajte se E(S,|I; = 1).

Resitev: Ce je prva kroglica rdeca, potem v Zari ostane M — 1 rdecih in N —m
belih, vsota S, pa se bo obnasala kot 1+ S,_1 v primeru, ko zaénemo z M — 1
rdecimi in N — m belimi kroglicami. Pogojna porazdelitev je hipergeometrijska,
zato je

M—1

N-1

E(Su|i =1) =1+ (n— 1)
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5. (20) Naj bo m > 0 celo stevilo. Naj bo p € (0,1) in naj velja ¢ = 1 — p. Za proces
razvejanja Zg, Z1, . .. naj velja

G@):G%(s):( ! )W.

2 —sm

a. (10) Izracunajte E(Zs).
Resitev: Vemo, da je

Ga(s) = G(G(s))
1

(
1 v
) (2 (%))

Odvajamo in dobimo

1 ( 2 — 5" )ﬁll —ms™ (3 — 25™) + 2ms™(2 — s™)

Gols) =\ 30aem (3— 25m)2

m
Vstavimo s = 1 in dobimo

E(Zy) = Gy(1)

b. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je

= (A

n+1—nsm
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in izracunajte P(Z, =0) za k =10,1,2,....

Resitev: Formula za G, velja za n = 1. Predpostavimo, da formula velja za n in
naredimo indukcijski korak.

Gn—i—l(s) - n

n—(n—1)G ))m>1/m

n+1—nG(

)
(

2n —ns™ — (n—1)\ 7"
n+1)(2—sm) —n

_ n+1-—ns™ 1/m
- \n+2—(n+1)sm '
S tem je indukcigski korak zakljucen. Vemo, da je P(Z, = 0) = G,(0). Sledi

P(ano):< n )Um.

n-+1
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6. (20) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskon¢nost. Ruletni cilinder
ima 37 izsekov, od katerih je 18 rdecih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi 1
EUR na rdece, drugi pa vedno stavi 1 EUR na tevilko 17, ki je érna. Cisti dobicek po
eni igri je v primeru zmage za prvega 1 EUR, za drugega pa 35 EUR, v nasprotnem
primeru pa oba izgubita stavo.

a. (10) Izracunajte priblizek verjetnosti, da drugi igralec po 1000 igrah nima izgube.

Resitev: Dobicek drugega igralca po 1000 igrah je kot vsota 1000 med sabo neod-
visnih slucajnih spremenljivk z matematicnim upanjem p = —1/37 in varianco
o2 =362 (1/37)(1 — 1/37). Oznacimo dobicek po 1000 igrah s Sigpo. Po cen-
tralnem limitnem izreku lahko verjetnost aproksimiramo s

S1000 — 4 - 1000 1000

~ P(Z>0,15)
= 0,44.

b. (10) Oznacite z X,, ¢isti profit prvega igralca po n igrah, z Y,, pa profit drugega
igralca po n igrah. Izracunajte

lim P(Y, > X,) = lim P(Y, — X, > 0).

n—oo n—oo

Utemeljite vas razmislek.

Namigi: Napisite Y, — X,, = > ._(Ux, — Vi), kjer je Uy ¢isti profit prvega igralca
v k-ti igri in Vi cisti profit drugega igralca v isti igri. Slucagne spremenljivke
Uk — Vi so med sabo neodvisne z enako porazdelitvijo in var(Uy — Vi) = 1368/37.

Resitev: Nagprej opazimo, da je E(Uy) = E(Vy,) = —1/37, zato je E(Uy—V}) = 0.
Oznacimo o = var(Uy, — Vi). Oznacimo S, = > _ (U, — V). Centralni limitni
1zrek pravi

S,
lim P(—— >0)=P(Z>0).
i PUre 20 =PZ20)
Opazimo
Sn
P >0)=P(S,>0)=PY, > X,).
(G 20) = P(S, 2 0) = PV, > X,
Sledi

1
lim P(Y, > X,) = ;.

n—oo



