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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) Predpostavite, da imate 52 kart oSteviléenih s stevili 1,2,...,13. Vsako od
stevil se na kartah pojavi natanko stirikrat. Igralcu bomo razdelili pet nakljuéno
izbranih kart, tako da so vse izbire enako verjetne.

a. (10) Izrac¢unajte verjetnost, da bo igralec dobil karte, na katerih bo pet zapored-
nih §tevil kot na primer {3,4,5,6,7}. Vrstni red, v katerem bo igralec dobil
karte, ni pomemben.

Resitev: Za vsaki=1,2,...,9 oznacimo
A; = {igralec bo dobil Stevila i,i+ 1,1+ 2,1+ 3,1+ 4} .

Iséemo verjetnost unije A = U_ A;. Dogodki v uniji so disjunktni, zato je dovolj
poiskati verjetnosti posameznih A;. Presteti moramo vse podmnoZice po pet kart,
ki tmagjo po enega predstavnika stevil v,i+1,1+2,1+ 3,2+ 4. Ker imamo v vsaki
kategoriji 4 izbire, je takih peteric 4°. Iskana verjetnost je

45
P(A) = @
5
i posledicno
945 192
P(A) = = = 46034 .
(A) (552) EALAE 0,00354603

b. (10) Privzemite, da kartam dodamo joker karto, ki lahko nadomesti katerokoli
Stevilo, tako da je kart 53. Primer: ¢e joker karto oznacimo z J, zaporedje
{3,7J,5,6,7} pomeni pet zaporednih stevil, ker J nadomesti stevilo 4. Koliksna
je verjetnost, da bo igralec dobil pet zaporednih stevil v tem primeru?

Resitev: Pet zaporednih kart lahko dobimo na naslednje nacine:

e pet zaporednih kart: 9- 4% izidov
o Stiri zaporedne karte plus joker: 10 -4* izidov
e i,i+2,1+3,i+4 plus joker: 9-4* jzidov
e i, i+ 1,0+ 3,7+ 4 plus joker: 9- 4% izidov
e i, i+ 1,i+ 2,7+ 4 plus joker: 9 - 4% izidov

Skupaj je to 73 - 4* izidov, vseh izidov pa je (553). Iskana verjetnost je torej

73-4* 18688
(%) 2869685

5

= 0,006512213 .
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2. (20) Dva zdolgocasena statistika neodvisno meceta vsak svojo kocko, dokler se
njuna izida ne sestejeta v 6. Oznacite stevilo metov, vkljuéno z zadnjim, z X.

a. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X in jo poimenujte.

Resitev: Verjetnost, da bo vsota v nekem metu enaka 6 je 5/36. Posamezni meti
so neodvisni, kar pomeni, da ponavljamo isti eksperiment do “uspeha”. Sledi

X ~ Geom(5/6).

b. (10) Izracunajte verjetnost, da bosta statistika dobila vsoto 6 po sodem $tevilu
metov.

Resitev: Izracunati moramo

ST (2) - 28y
36 36/ 36 31 &

k=1

5 312 1

_ 20 i
31 362 131

= 5-31 1

N 362 — 312

= 5-31 1

N 5-67

_ 31

67
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3. (20) Slucajni vektor (X,Y’) naj ima gostoto

1 _ z2“'?42 PTY _ _pzy
e 2(1-p2) <el—p2 +e 1—p2)

fxy(z,y) = m

za |p| < 1in p # 0.

a. (10) Izracunajte robni porazdelitvi in ugotovite ali sta X in Y neodvisni.

Resitev: Robno porazdelitev X dobimo po formuli za robno porazdelitev.

fx(z) = /_oo fxy(z,y)dy

1 R e Tk pzy _ _pmy
N — e 201-p?) (elfpz +e 17p2> dy
47 1-— p2 00
1 © 2 payiy?
- e 2(1—p2) dy
4dr+/1 — p2 —o0
1 O 2249pwyty?
4 e 2(1—p2) dy
4d74/1 — p2 —00
1 1 _% n 1 1 _é
— —. e — . e
2 2 2 \2r
—= 1 eié

Pri tem smo upostevali, da je robna porazdelitev bivariatne normalne porazdelitve
standardizirano normalna. Podobno dobimo, da je Y standardizirano normalna.
Ker za p # 0 velja

fxy(x,y) # fx(x)fv(y),

spremenlyivki X in'Y nista neodvisna.

b. (10) Definirajte (U,V) = (X +Y, X —Y). Izracunajte gostoto (U, V') in gostoto
U.

Resitev: Preslikava

zadoscéa vsem pogojem transformacijske formule. Racunamo

S (u, v) = (%m +o), %(u - U))

i posledicno
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Sledi

() = i (4 )
vy (U, v) = ——F——=e¢e U-r e 4=r") 4 e 4l-p .
8my/1 — p?
Robno porazdelitev dobimo po formuli za robno gostoto. Racun razpade na dva
integrala. Brez konstant je prvi integral enak

©_ (1-pult(1+p)v? _(-p)u?
/ e =% dy=-e 101 - \2m\/2—2p

o0

i podobno za drugi integral. Pokrajsamo in sestejemo, da dobimo

1 __u? 1 __u?
e 40+4p) 4+ e 401-p) |

folw) = 3 7w m+s INCNI
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4. (20) V preprostem modelu epidemij predpostavljamo, da se vsak posameznik v pop-
ulaciji v prvem valu okuzb okuzi z verjetnostjo p neodvisno od ostalih. V drugem valu
okuzb se vsak Se neokuzen posameznik okuzi z verjetnostjo enako delezu v prvem valu
okuzenih posameznikov neodvisno od ostalih. Naj bo X stevilo okuzenih posameznikov
po prvem valu okuzb, Y pa stevilo vseh okuzenih posameznikov po drugem valu okuzb.
Iz besedila izhaja, da je

ror-nxen= (5 () (-2)

za 0 < k<l <n.
a. (10) Izracunajte E(Y|X = k).

Resitev: Racunamo
EY|X=k = Y IPY =IX=k)
I=k
n n — ]{? k? -k k’ n—I
= Zl d 1
-k n n
1=k
n—k 7 n—k—i
Sl 6 Y
— ) n n

(n—k)k

n

= k+

Uporabili smo znano pricakovano vrednost binomske slucajne spremenlyivke.

b. (10) Izracunajte E(Y).
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Resitev: Ker je X ~ Bin(p), po formuli za popolno pric¢akovano vrednost sledi

E(Y) = zn:E(Y|X — k)P(X = k)

-3 (b )

k=0
= E(X)+ %E(X(n - X))
= - (nE(X) ~ B(X?)
= np— - (nE(X) —var(X) - B(X)?)
1

= np—— (n’p—npq —n’p’)
1

= np+ﬁ-n(n—1)pq

= np+(n—1)pg.
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5. (20) Nenegativna slu¢ajna spremenljivke N naj ima rodovno funkcijo

_ log(1 — ps)
Cnls) = log(1 - p)

za p € (0,1). Kot znano privzemite, da je za |z| < 1

log(1 —z) = Zk’

Slucajne spremenljivke X7, X5, ... naj bodo neodvisne od /N in neodvisne med sabo.
Naj bOXzfl—f-—f-IN

a. (10) Naj bo X; ~ Bernoulli(p) za k = 1,2,.... Privzemite p,p € (0,1). Poiscite
porazdelitev slucajne spremenljivke X.

Resitev: Po formuli je
Gx(s) = Gy(Gr,(s)) .
Vemo, da je
Gx,(s)=1—p+ps
wm sledi
log(1 —p(1 —p+ps))

Cx(s) = log(1 — p)

Rodovno funkcijo nekoliko predelamo v

log(1 —p(1 —p)) + log (1 — 1_585_/]))

Gx(s) = log(1 — p)

Ker je
pp

1 —p(1—p)
kar preverimo, lahko navedemo porazdelitev kot
log(1 —p(1 —p))
log(1 —p)

<1,

P(X =0) =

mzak>1

k
()
P e
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. (10) Naj bo X, ~ Geom (1). Navedite porazdelitev X.

Resitev: Racunamo

in posledicno

_ log(1—3%)
log(1 —p)
_ log(2 — (1 +p)s) —log(2 — s)
log(1 —p)
log (1 - —(HQP)S) — log (1 = %)
a log(1 — p)
s s\ k
B _i ((1+2p) ) - (3)
c~  klog(l-p)
Sleds i
((1+p)> _ (1)’f
2 2
P =k = = o —p)
zak=1,2....
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6. (20) Predlagana je naslednja igra na sreco: nasprotnika A in B bosta vsak zase
vrgla posten kovanec 1000-krat. Naj bo X Stevilo grbov igralca A in Y stevilo grbov
igralca B. Ce je | X — Y| < 15, zmaga A, sicer zmaga B.

a. (10) Pri metu dveh kovancev so 4 mozni izidi: GG, GS, SG, SS. Vsak izid ima
verjetnost 1/4. Dopolnite stavek: Razlika X — Y je kot vsota slucajnih
stevil, ki jih dobimo z nakljuénim izbiranjem z vracanjem iz skatle

7] 7] 2] [7]]

Namig: Kaj se zgodi z razliko grbov igralca A in igralca B pri vsakem metu
kovanca?

Resitev: Pri vsakem metu dveh kovancev se razlika v stevilu grbov igralca A in
igralca B ne spremeni (oba dobita grb ali oba Stevilko) z verjetnostjo 1/2, razlika
se poveca z verjetnostjo 1/4 in zmanjsa z verjetnostjo 1/4. Trditev sledi.

b. (10) Izra¢unajte verjetnost, da zmaga igralec A.

Regitev: Povprecje skatle iz a. je u = 0, standardni odklon pa o = /1/2.
Oznacimo vsoto nakljucénih stevil, ki jih dobimo z nakljuc¢nim izbiranjem n = 1000
listkov iz skatle, z Sip00. 1z centralnega limitnega izreka sledi

P(IX —=Y|<15) = P(|Sio00| < 15)
= P(—15 < Sip0 < 15)

P(_ 15 Sew _ 15 )
v/1000/2 ~ 1/1000/2 ~ +/1000/2
~ P(—0,67< Z<0,67)

= ®(0,67) — ®(—0,67)

= 0,5.
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