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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.

Naloga | a. b. c. d.
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4. ° °
9. °
6. °
Skupaj
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1. (20) Arkovi in Benedikovi v istem tednu (od ponedeljka do nedelje) odpotujejo na
isti otok, kjer je 10 turisticnih destinacij. Vsaka druzina vsak dan izbere eno turisti¢no
destinacijo, ki jo obisce, pri ¢emer nikoli ne gredo dvakrat na isto destinacijo. Vse
mozne kombinacije izbir Arkovih in Benedikovih so enako verjetne, izbire ene in druge
druzine pa so neodvisne.

a. (5) Koliksna je verjetnost, da se druzini v ponedeljek, torek in sredo srecata na
izbranih destinacijah (ostale dneve pa se lahko srecata ali ne)?

Resitev: Lahko fiksiramo destinacije, ki jih izberejo Arkovi. Benedikovi imajo za
ponedeljek, torek in sredo 10-9-8 = 720 mozZnosti in samo ena je ugodna. Iskana
verjetnost je torej 1/720.

b. (15) Koliksna pa je verjetnost, da se druzini na izbranih destinacijah srecata
natanko trikrat (ne glede na to, katere dni)? Dovolj je, da rezultat zapisete kot
izraz, dobljen iz naravnih Stevil z uporabo konéno mnogo elementarnih racunskih
operacij (sestevanje, odstevanje, mnozenje in deljenje).

Namig: oglejte st najprej moznost, da se druzini srecata natanko v ponedeljek,
torek in sredo in uporabite vkljucitve in izkljucitve.

Resitev: Izracunajmo najprej verjetnost, da se druzini srecata natanko v pone-
deljek, torek in sredo. Ustrezni dogodek lahko zapisemo kot:

3123 = (Al ﬂAQ ﬂAg) \ (A4UA5UA6 UA7),

kjer je Ay dogodek, da se druzini srecata k-ti dan. Iz nacela vkljucitev in
wzkljucitev in simetrije sledi

7
P(Biys) = P(A; N Ay N Ag) — P(U(A1 N Ay N As mAk)>
k=4
=P(A1NA;NA3) —4P(A NAN A3 N AY)
+6P(A;NAN A3 N A N As)
—4P(A1NA;NA3N A N AsN Ag)
+P(ATNANAINANAsNAg N Ar)
1 4 6 4
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Verjetnost iskanega dogodka pa je:

7 31
P(B =35P(B — " 20.0269.
<3) (Bi23) = 35 P(Bi23) 1152 0,0269
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2. (20) V posodi naj bo r belih in r érnih kroglic. Kroglice izbiramo zaporedoma,
nakljuc¢no in brez vracanja.

a. (10) Naj bo M stevilo izbiranj, dokler ne dobimo prve bele kroglice, vkljuéno s
prvo belo. Izracunajte P(M = k) za k=1,2,...,r + 1.

Resitev: Predstavljamo si lahko, da so kroglice na 2r fiksnih mestih in da vlecemo
tako, da najprej izvlecemo kroglico, ki je na prvem mestu, nato tisto na drugem
mestu in tako naprej. Pred vlecenjem najprej na mesta razporedimo bele kroglice:
to lahko storimo na (2:) enako verjetnih nacinov. Na preostala mesta razpored-
1mo ¢rne kroglice, nakar lahko vlecemo.

Dogodek { M = k} pomeni razporeditve, pri katerih je ena bela kroglica na k-tem
mestu, preostalih r — 1 pa je lahko na 2r — k moznih mestih (od k-te izvlecene
naprej). To lahko storimo na (2:__1’“) nacinov. Sklep:

()
(%)

P(M = k) =

b. (10) Naj bo N stevilo izbiranj, dokler ne dobimo ali 7 belih ali r ¢rnih kroglic,
vkljuéno z zadnjo izbrano kroglico. Dokazite, da je

2(;7))
(%)

P(N =k) =

zak=nrr—+1,...,2r—1.

Resitev: Predstavljaymo si, da kroglice razporejamo tako kot v prui tocki. Zadnja
izbrana kroglica je lahko bela ali ¢rna. Ce je zadnja bela, moramo vse preostale
bele (torej r—1) razporediti na prvih k—1 potegov, za kar imamo (fj) moznosti,
vseh pa je, kot Ze receno, (2:).
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3. (20) Slucajni spremenljivki X in Y naj imata gostoto

1 _(y—=)?

x [ 2x

fX,Y(xay) =e -

\V2TT

za x>0, —o0o <y < 0.

a. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke

Y - X
VX

7 —

Resitev: Uporabimo transformacijsko formulo. Definiramo

o) = (X7

Racunamo
Oz, 2) = (ZL‘,JZ + \/Ez) )

Yiahkoa pokazemo, da je Jo-1(x,z) = \/x. Transformacijska formula nam da

»

1 -
r,z)=e " e 2 -\/x.

Po krajsanju opazimo, da je gostota produkt dveh faktorjev, od katerih je eden
odvisen od x, drugi pa od z. Sledi Z ~ N(0,1).

b. (10) Utemeljite, da sta slucajni spremenljivki X in

Y -X

=X

neodvisni.

Resitev: Neodvisnost razberemo iz gostote fx z, ki je produkt faktorja odvisnega
od x in faktorja odvisnega od z.



Verjetnost, 2019/2020, M. Perman, A. Zalokar

4. (20) Iz mnozice U = {1,2,...,n} izberemo slucajne podmnozice Ay, As, ..., A,.
Izbire so neodvisne, vsaki¢ pa je vsaka od 2" podmnozic izbrana z enako verjetnostjo.
Naj bo X = card(U}_; 4;).

a. (10) Izracunajte E(X).

Namig:
. L, cejei e Uiy A;
1 0, sicer.

Resitev: Uporabimo alternativno konstrukcijo mnozic A;, pri kateri najprej iz-
vedemo nr neodvisnih poskusov z verjetnostjo uspeha 1/2. Poskuse indeksiramo
zindeksi (i,7), 1 =1,2,...,n, j = 1,2,...,r. Nato definiramo A; kot mnoZico
vseh indeksov i, za katere je poskus z indeksom (i, j) uspel. Ni tezko videti, da
je ta konstrukcija ekvivalentna izvirni.

Ce se torej mnoZica Aj nanasa na j-ti stolpec, se indikator I; nanasa na i-to
vrstico: to je indikator dogodka, da uspe vsaj en poskus iz i-te vrstice. Ker so
poskusi neodvisni, velja

Kerje X =1L +-- -+ 1,, sledi

B(X) = n B(L) :n(l _ (%)) |

A iz neodvisnosti poskusov pri alternativni konstrukciji mnozic A; sledi, da so
tudi indikatoryi Iy, . .., I, neodvisni. Torej je

) sty < (3) (1 () ).

b. (10) Izracunajte var(X).

Namig: za izracun kovarianc zacénite z P(I; = 0,1y = 0) in upostevajte P(I; =
1,[2:0) :p<[2:0)—P([1 :O,[QZO)

Resitev: Za indikatorja 1y, Iy velja

P =0,I,=0) = G)



Verjetnost, 2019/2020, M. Perman, A. Zalokar

To sledi iz dejstva, da Ay ne vsebuje elementov 1 in 2 z verjetnostjo }1 in privzetka
o neodvisnih izbirah. Sled:

P(Li= 1,1, = 0) = P(Iy = 0) — P(I, = 0, I, = 0) — (%) _ G) |

Zaradi simetrije je izracn P(I; = 0,1y = 1) enak. Dobimo
P(Li=1,I,=1)=1-P(I, =1,I, = 0)—P(I; = 0,, = 1)~ P(I, = 0, I, = 0).

Opazimo, da sta I, Is neodvisna, zato je kovariance enaka 0 in enako za vse
druge pare indikatorjev. Sledi

var(X) = nvar(l) = n (%) (1 _ (%)) |
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5. (20) Privzemite, da se kolonija bakterij zacne v ¢asu n = 0 z eno bakterijo. Vsaka
obstojeca bakterija se od c¢asa n do ¢asa n + 1 razdeli na dvoje z verjetnostjo p,
neodvisno od ostalih bakterij. Oznagcite Stevilo bakterij v trenutku n z Z,, in rodovno
funkcijo slucajne spremenljivke Z,, z G,,.

a. (10) Izrazite G,1 2z Gy,.

Resitev: Pogojno na {Z, = k} je porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke Z, .1 enaka
kot porazdelitev vsote k +Y, kjer je Y ~ Bin(k, p). Sledi

E(sz’“L1 ‘ Zy=k) = s*(ps + )",
kjer je ¢ = 1 — p. Iz formule za pogojno pricakovano vrednost dobimo

Gri1(s) = E(s7+)

[
WE

E(s” | Z, = k) P(Z, = k)

el
Il
=

s*(ps + q)* P(Z, = k)

Il
i gk

I
Q=

n(s(ps+4q)) .

b. (5) Pokazite, da je E(Z,) = (1 + p)™.

Resitev: Vemo, da je E(Z,) = G (1). Odvajamo rekurzivno formulo na levi in
na desni. Dobimo

Gloi(s) = Gh(s(qg+ps))(q+2ps) .
Vstavimo s = 1 in sled:
E(Z,1)=EZ,) - -(1+p).
Ker je E(Zy) = 1, sledi, da je

E(Z,)=1+p)".

c. (5) Izracunajte P(Z, = 2").

Resitev:
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Prvi na¢in. Rodovne funkcije G,, so polinomi z najvisjo stopnjo 2™. Naj bo a,
koeficient pri potenci s> v G,,. Koeficient pri najvisji potenci v G,1 bo a,p* .
Po indukcigi sleds

o
n =P .

Drugi nacin. Dogodek {Z, = 2"} je dogodek, da se vse bakterije na vsakem
koraku razdelijo. Nagprej je to ena bakterija, nato dve, na koraku od casa n — 1
do ¢asa n se mora razdeliti 2"~ bakterij. Torej je

n 1 2., n—1 n__
P(Zn_2>:pl+2+2+ +2 :p2 1.
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6. (20) Znani angleski statistik M. G. Kendall v svojem obseznem clanku The Random
Character of Stock Market Prices pravi:

... dnevno zaporedje cen delnic zgleda “blodece”, kot da bi nek skrat vsak
dan naklju¢éno izbral Stevilo iz velike skatle, ki ima povprecje 0 in neko
varianco, in to izbrano Stevilo pristel ceni delnice prejSnega dne.

Predpostavite, da je povprecje skatle res 0, varianca pa 4. Razlika cene delnice na
zacetku leta in na koncu leta je tako enaka vsoti 365 nakljucno izbranih stevil iz te
skatle.

a. (5) Recimo, da je bila cena delnice na zacetku leta enaka 150 (v ustreznih enotah).
Koliksna je priblizno verjetnost, da bo na koncu vredna 180 ali ve¢? Uporabite,
da je ®(0.79) = 0, 79.

Resitev: Potrebno je izracunati verjetnost, da bo vsota 365 nakljucno izbranih
stevil iz Skatle enaka 10 ali vec. Z uporabo centralnega limitnega izreka racunamo

P(Sss >30) = P >
(Si05 2 30) (\/365-2 = 2./365
~ P(Z>0,79)

= 0,21.

b. (5) Nekdo vam ponuja naslednjo stavo: na zacetku leta je cena delnice 100. Ce
bo cena delnice na koncu leta 110 ali vec, ti placam 20 enot, ¢e ne pa ti meni
placas 5 enot. Kaj menite o tej stavi? Uporabite ®(0,26) = 0, 60.

Namig: Koliksen je vas pricakovan dobicek?

Resitev: Najprej izracunamo verjetnost, da bo vrednost delnice na koncu leta 110
ali vec.

P(5365 Z 10) -

P( S365 - 10 )
2-4/365 ~ 2-4/365
~ P(Z>0,26)

— 0,40,

Torej bo nase izplacilo z verjetnostjo 0,4 enako 20, z verjetnostjo 0,6 pa —5.
Pricakovano izplacilo je 5. Stavo s pozitivnim pricakovanim izplacilom seveda
vedno sprejmemo.

10
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c. (10) Recimo, da bo skrat vsakemu Stevilu v skatli dodal stevilo a. Koliko mora
dodati, da bo z verjetnostjo 0,9 cena delnice na koncu leta visja kot na zacetku.

Uporabite ®(1,30) = 0.90.

Resitev: Z dodajanjem a se povprecje skatle poveca na a. Racunamo

Su = B(S)) _ —E(S,) )
Vvar(S,) T y/var(S,) )

P(S, >0) = 1—P(<
Verjetnost na desni je priblizno enaka
an
o — .
(-577)
Ta verjetnost je priblizno 0,10, ko je argument v funkciji ® enak —1.30. Sledi

—ay/n = —1.30

ali a ~ 0.068.

11



