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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite vec¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.

Naloga a. b.

o oo 0|0 |0 | O

SIESIENEIS

o oo 0|00 |~

Skupaj




Verjetnost, 2018/2019, M. Orel, A. Zalokar
1. (20) V skatli je 100 izdelkov, od katerih je 10 defektnih.

a. (10) Iz skatle na slepo izberemo 10 izdelkov. Koliksna je verjetnost, da je med
izbranimi vsaj en defekten?

Resitev: Naj bo A dogodek, da je med izbranimi izdelki vsaj en defekten. Tedaj
je

b. (10) Iz skatle na slepo izberemo 10 izdelkov. Prvega pogledamo in ugotovimo, da
je defekten. KoliksSna je pogojna verjetnost, da je med ostalimi devetimi izdelki,
ki smo jih izbrali, se kaksen defekten.

Resitev: Naj bo B dogodek, da sta med izbranimi izdelki vsaj dva defektna. Naj
bo C' dogodek, da je prvi med izbranimi defekten. Tedaj je iskana verjetnost
enaka

pBIc)— 1 {8).

()



Verjetnost, 2018/2019, M. Orel, A. Zalokar

2. (20) Naj bosta neodvisni sluc¢ajni spremenljivki X in Y obe porazdeljeni ekspo-
nentno s parametrom 1. Najbo U =X/Y inV =Y.

a. (10) Pokazite, da je skupna gostota sluc¢ajnih spremenljivk U in V' enaka

—v(14u) ] .
ve ,  Ceu,v>0;
fU,V(uav) = { 0

sicer.
Utemeljite vse korake.

Resitev: Skupna gostota slucajnih spremenljivk X in'Y je enaka fxy = e "7
za (z,y) € A= {(z,y) €e R : z > 0,y > 0} in fxy(z,y) =0 z2a (z,y) ¢ A.
Preslikava ®(x,y) = (x/y,y) preslika mnozico A bijektivno na A. Tako kot
preslikava ® je gladek tudi njen inverz ® (u,v) = (uv,v). Za (u,v) € A je
absolutna vrednosti Jacobijeve determinante inverza ®=' enaka v. Za (u,v) € A
velja torej

fuy(u,0) = fy (B (u,0))0 = ve 1+,
za (u,v) & A pa velja fuy(u,v) = 0.

b. (10) Izracunajte gostoto sluc¢ajne spremenljivke U.

Resitev: Velja fy(u) = ffooo fuv(u,v)dv, kar posledi¢no pomeni, da je fy(u) =0
zau<0. Zau >0 pa velja

o0 1
— —o4u) gy — o=
fu(u) /0 ve dv SEEnER

Pri tem integriramo ‘per partes’.
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3. (20) Mecemo posteno igralno kocko, pri ¢emer so vsi meti med sabo neodvisni. Naj
bo X dolzina zacetnega niza, tj. dolzina niza samih enakih Stevilk na zacetku. Npr.,
¢e na zacetku vrzemo 3,3, 3,3,3,4, ..., potem je X = 5.

a. (10) Naj bo H; dogodek, da v prvem metu vrzemo enico. Izracunajte E(X|H;).

Resitev: Velja

= /I\"'5 5 1 6
k=1 6

Pri tem smo uporabili enakost > - ka*~t = +$)2 za |x| < 1, ki jo dobimo z

1
odvajanjem geometrijske vrste.
b. (10) Izracunajte E(X) in var(X).

Resitev:  Definiramo dogodke Hj, ..., Hg na podoben nacin. Iz tocke (a) ter
simetrije sledi

E(X) :Z E(X|H;)P :Zg é 1.2.

Na podoben nacin izracunamo

E(X?|H;) Zk2 — k|H;)

za vsak i € {1,...,6}. Pri tem smo uporabili enakost > o | k*x*~1 = (12’;)3 +

a 11 s za |x| < 1, ki jo izpeljemo z dvakratnim odvajanjem geometrijske vrste.

Sledi
oy
25 6 2

i=1

in poslediéno var(X) = B(X?) — E(X)? = 2 = 0.24.

B(X?) = zﬁzE(XﬂH

i=1

.



Verjetnost, 2018/2019, M. Orel, A. Zalokar

4. (20) Tmamo 3 kose. Zogo metemo v koSe na slepo. Vsakic zadenemo en kos.
Verjetnost, da v posameznem metu zadenemo dolocen ko, je enaka 1/3. Meti so med
sabo neodvisni. Naj bo X stevilo potrebnih metov, da zadenemo vse kose.

a. (10) Izracunajte E(X).

Resitev: Naj bo Xy stevilo potrebnih metov, da zadenemo drugi razlicni kos,
potem ko smo enega Ze zadeli. Podobno maj bo X3 Stevilo potrebnih metov, da
zadenemo zadnji kos, potem ko smo dva razlicna Ze zadeli. Tedaj je X = 1+
Xo + X5 ter Xo ~ Geom(2/3) in X3 ~ Geom(1/3). Sledi

E(X)=1+E(Xs)+ E(Xs) =1+3/2+3=55.

b. (10) Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.
Resitev: Zaradi neodvisnosti slucajnih spremenljivk Xo in X3 velja

2 1
Gx(s) = Gy (5)Goxy(s) = 52037 _ 23 !

s = :
1—3s1—32s 9 (1—3s)(1—3s)

Poskusimo izracunati taki konstanti A in B, da bo veljalo

1 A B

(1-1is)(1—2s) 1—1

3 3

5
5155

Enostaven izracun nam da A = —1, B = 2. Sledi

-3 (R 6 -56)) S -6))

tj.

za k€ {3,4,...}.
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5. (20) Dan je proces razvejanja 1 = Zy, Zy, Zs, . . ., kjer je

)

7 0 1
NS -V2 V2t

a. (10) Izracunajte verjetnost izumrtja rodbine.

= DN

Resitev: Kvadratna enacba

s:G(s):;—\/i—l—(\/i—l)s—l—%s2

ima resitvi s = 1 in s = 3 — 2v/2. Ker je verjetnost izumrtja enaka najmanjsi
nenegativni resitvi, je iskana verjetnost enaka 3 — 2¢/2.

b. (10) Izracunajte P(Z3 = 6).
Resitev: Zapisemo lahko G(s) = b(s +a)?, kjer jea = /2 —1inb=1/2. Ker je
G(G(s)) = b(b(s + a)* + a)*

= b(B3(s + a)* + 2ab(s + a)* + o)
= BPs* + dab®s” + (6a%0* + 2ab%)s% + p(s),

kjer je p ustrezen polinom stopnje < 1, ugotovimo, da je koeficient polinoma

Gz, (s) = G(G(G(5))) = b (s + 4ab®s” + (6a°6® + 2ab%)s* + p(s) + a)’

6

pri s° enak

76 — 48+/2
b(2b%(6ab® + 2ab*) + 16a%b°) = 28a%b" + 4ab® = Tf
Sledi
76 — 48+/2
27

P(Z5=6) = = 0.063.
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6. (20) Posteno igralno kocko vrzemo 1000 krat, pri cemer so meti neodvisni. Naj bo
X vsota padlih pik.

a. (10) Ocenite verjetnost P(X > 3400).

Resitev: Naj bo X; Stevilo padlih pik v i-tem metu, tj. X = > | X;, kjer je
n =1000. Tedaj je pn:= E(X;) = 3.5 in o := / Var(X;) = \/91/6 — 3.52. Sledi

3400 —
P(X >3400) =1— P (T/m)
o\ Nn
= 1— &(—1.85)

= B(1.85) = 0.9678.

b. (10) Dolocite tako stevilo a, da bo verjetnost P(3500 —a < X < 3500 + a)
znasala priblizno 0.95.

Resitev: Podobno kot zgoraj dobimo

0.95 = P(3500 — a < X < 3500 + a)
ip<3500—|—a—/m> _P(3500—a—,un>

o/ o/
(o) -7 (o7)
= 2@(035) ~1,

iz cesar sledi q)(gf/ﬁ) = 0.9750 0z. ;%= =1.96. Sledi a = 106.



