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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) V r skatel vrzemo n kroglic. Privzamemo, da so meti med sabo neodvisni,
vsako skatlo pa zadenemo z enako verjetnostjo. Oznacimo z X Stevilo praznih skatel
na koncu.

a. (10) Oznacite P(X = 0) = b(n, ) in to koli¢ino izracunajte.

Namig: definirajte
Ay, = {k-ta skatla je prazna}

za k=1,2,...,r in nato uporabite vkljucitve in izkljucitve.
Resitev: Oznacimo A = {X = 0} in definiragmo
Ay, = {k-ta skatla je prazna}

zak=1,2,...,r. Velja A° = U;,_;Ax. Racunali bomo po formuli za vkljucitve
in izkljucitve, zato potrebujemo verjetnosti P(AyN---N Ay) za vse k. Z drugimi
besedami, racunamo verjetnost, da bomo v vseh metih zadeli preostalih v — k
skatel. Zaradi neodvisnosti metov je

P(AiN---NA) = (T_k)n.

r

Zaradi simetrije ima presek katerih koli k dogodkov izmed Ay, ..., A, enako ver-
jetnost, zato velja

P(A) =1— P(A°) = i(—nk (;) (T - k)n .

k=0

b. (10) Izra¢unajte porazdelitev X.
Namig: pogojujte na dogodek, da je natanko dolocenih k skatel praznih.

Resitev: Za fiksen k = 0,1,...,r — 1 si praznih k skatel lahko izberemo na (2)
nacinov. Pogojno na to so vse kroglice razmescene po ostalih r — k skatlah kot
da b1 ;ih metalt vanje z neodvisnimi meti in bi bile vse Skatle enako verjetne.
Pogojna verjetnost, da je vseh ostalih r — k Skatel polnih, je b(n,r — k). Ker so

ti mozni nacini, da se zgodi {X = k}, disjunktni, sledi

() -0

%(—1)1 r! r—k—1\"
— KU (r— Kk —1)! r '
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.
I

=
I




Verjetnost, 2015/2016, M. Orel, A. Zalokar

2. (20) Kup m rdecih in m ¢rnih kart dobro premesamo, tako da so vsi vrstni redi
enako verjetni. Oznacimo n = 2m Stevilo vseh kart. Za fiksen k£ z 1 < k < n definiramo

| 1 ce je k ta karta od vrha kupa rdeca
70 sicer.
in X stevilo rdecih kart med £ razdeljenimi kartami od vrha.
a. (10) Za 2 < k < n izracunajte P(I = 1, Xj—1 = j), kjer je max(0,k —m) < j <

min(k — 1, m).
Resitev: Zaradi simetrije je prvih k — 1 razdeljenth kart vzorec velikosti k — 1
izmed vseh n kart. Sledi, da je Xj_1 ~ HiperGeom(k — 1,m,n). Pogojno na
{Xk—1=7J} bo k-ta karta nakljucno izbrana izmed n — k + 1 preostalih kart, med
katerimi je m — j rdecih, torej bo

. m—J

Pll,=1X, 1=97) = ————.

Sledi .
(j)(kflfj) ) m—j
(kz) n—k+1

Pl =1, X401 =j) =

b. (10) Igralec na sreco lahko po razdeljenih & — 1 kartah stavi, da bo naslednja
karta rdeca. Odloéi se, da bo stavil, e bo med Se nerazdeljenimi kartami vec
ali enako rdec¢ih kart kot ¢rnih. Izracunajte verjetnost, da bo igralec stavil in
pravilno napovedal rdeco karto. Verjetnost izrazite z ustrezno vsoto, ki je ni
treba eksplicitno izra¢unati.

Resitev: Ce je po k — 1 kartah razdeljeno j rdecih kart, bo igralec stavil, ¢e bo
m—j>m—|[(k—1)—j], ali z drugimi besedami k — 1 > 2j. Iskani dogodek,
oznacimo ga z A, lahko torej zapisemo kot

A =Usgjcp1{ X1 =17, 11 = 1}.
Dogodki v uniji so disjunktni, zato je

P = % (M G1,)  m—j

2j<k—1 (") n—k+l

Vsoto nekoliko predelamo v

p(A):L Z w

n—k+1 2j<k—1 (kil)



Verjetnost, 2015/2016, M. Orel, A. Zalokar
3. (20) Gostota vektorja (R, X) naj bo dana z

f(r,z) = \/gre_TQ/Q

a. (10) Definirajte Y = R — X. Izracunajte gostoto vektorja (X,Y).

za 0 < x < rin 0 sicer.

Regitev: Preslikava (1, ) 2 (x,r — x) preslika podroéje G = {(r,z): 0 <z <r}
bijektivno in zvezno parcialno odvedljivo na podrocje H = {(x,y): = > 0,y > 0}.
Jacobijeva determinanta je po absolutni vrednosti enaka 1, zato je gostota (X,Y)

enaka
2
o) = |2 @t gheeo
T

za x>0,y > 0.

b. (10) Poiscite gostoto vektorja (Z,7) = (X — Y,2XY). Sta Z in T neodvisni
slucajni spremenljivki? Kaksni sta porazdelitvi spremenljivk Z in 717

Resitev: Preslikava (x,y) & (x —y, 2xy) preslika podrocje H bijektivno in zvezno
parcialno odvedljivo na podrocje R x (0,00). lzracunamo lahko

Oz, t) = (502 + V2t +22), 5(—2 + V2t + 22)), cejez>0
VT G VR ) 4 VAT ) e ez <0

Jacobijevo determinanto dobimo za z > 0 kot

Joor (2.1) 1((1+ .t L 42 >

—1 Z) = —_ . — — —

® 4 V2t 4+ 227 V2t + 22 2t + 22 V2t + 22
1

22t + 22

Zaradi simetrije je rezultat za z < 0 enak. Sledi

2 2 1 1 2
z,t) = \/j\/ o + 22~ (21H=7)/2 = e~ /2 o=t
fazlet) ™ W2 +22  2r

Slucagni spremenljivki Z in T sta neodvisni z Z ~ N(0,1) in T ~ exp(1).
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4. (20) Predpostavite, da je stevilo otrok v nakljuéno izbrani druzini slu¢ajna spre-

menljivka N s porazdelitvijo
1 /2\"!
P(N=n)==-(=
¥ =n=3(3)

zan = 1,2, .... Predpostavite, da je spol vsakega otroka moski ali Zenski z verjetnostjo
1/2 neodvisno od ostalih otrok. Naj bo X stevilo otrok moskega spola in Y stevilo
otrok zenskega spola v naklju¢no izbrani druzini.

a. (10) Izracunajte
P(X =k Y =N =n)

zan>1ink,[>0ink+1=n.

Resitev: Iz besedila naloge sledi, da je pogojno na {N = n} slucajna spre-
menljivka X binomska s parametroma n in 1/2. Sledi

1 n
b. (10) Izracunajte vecrazsezno porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y.

Resitev: Mozne vrednosti za slucajni spremenljivki X in'Y so vsi pari (k,l) z
k,1 > 0. Racunamo

PX=kY=I) = PX=kN=k+I)
— P(X=kIN=k+I1)P(N=k+]I)

k+1 1 k+1 1 92 k+i-1
AYPIONEEO

1/k

2
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5. (20) Slucajne spremenljivke Iy, I, Wi, W5 naj bodo vse neodvisne, celostevilske
nenegativne z Iy, Iy ~ Bernoulli(p), W; in W5 pa imata enako porazdelitev. Definirajte
W =24+ LW, + IL,W,. Predpostavite, da ima W enako porazdelitev kot W7 in Ws.
Predpostavite 0 < p < 1/2.

a. (10) Utemeljite, da velja

Gw(s) = 5% (1 = p) +pGw(s))’

Resitev: Vse spremenljivke so nenegativne celostevilske. Zaradi neodvisnosti bo
Gw(s) = s*E (s"") E (s""2) .
Racunamo
E(s"") =P(L, =0)+ E (s"'|[; = 1) P(I; = 1) = (1 — p) + pGw (s) -

Pri zgornjem smo upostevali neodvisnost Iy in Wy. Podobno racunamo za [oWs.
Sleds

Gw(s) = s* (1 = p) + pGw (s))’

b. (10) Navedite porazdelitev W. Kot znano privzemite, da je za |z| < 1

- 0 (2k — 2)! 2®
m_l—x/Q—Zzzk—Lk!.(k—l)!'

k=2

Resitev: Enacba v prvem delu je kvadratna enacba za Gy (s). Po Vietovi formuli

je
1 —2pgs® £ /1 — 4dpgs?

82p2

Gw(s)

Ker morajo biti vsi koeficienti v rodovni funkciji nenegativni, izberemo v Vietoui
formuli negativen predznak. Po krajsanju sledi

- (2]{: B 2)' k _k—2 k _2k—2
Gwls) =2 PRy P TS
k=2

Razberemo, da je

2k—2)' 5
2 &l (k—1)

P(W =2k —2) =

za vse k > 2.
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6. (20) Carovnik ima dve skatli: prvo s povprecjem 1 in standardnim odklonom 10,
drugo pa s povprecjem -1 in standardnim odklonom 10. Ponuja nam naslednjo igro
na sre¢o: naskrivaj bo izbral eno izmed skatel, vsako z verjetnostjo 1/2. Nato bo iz
izbrane skatle izbral n = 100 listkov s ponavljanjem in nam povedal vsoto. Ce prav
uganemo, katero skatlo je izbral, dobimo nagrado. Odloc¢imo se, da bomo uganjevali
na naslednji na¢in: ¢e je vsota pozitivna, bomo “uganili” Skatlo s povprecjem 1, ¢e pa
bo vsota negativna, bomo “uganili” Skatlo s povprecjem -1.

a. (10) Recimo, da ¢arovnik izbere skatlo s povprec¢jem 1, vendar vam tega ne pove.
Koliksna priblizno je verjetnost, da boste prav uganili na podlagi vsote stevil na
100 naklju¢éno izbranih listicih.

Namig: Racunate P(S100 > 0).

Resitev: Pomagamo si s centralnim limitnim izrekom. Ce izbiramo n = 100
listkov 1z Skatle s povprecjem 1 in varianco 10, je

S100 — 100 100
P(Sloo > O) = P (—100100 > —1—00>
~ P(Z>-1)
— 0,84.

Sledi P(A) = 0, 84.

b. (10) Recimo spet, da je c¢arovnik izbral skatlo s povprec¢jem 1. Kolikokrat bi
moral izbirati listice in nam povedati vsoto, da bi uganili prav z verjetnostjo
priblizno 0,997

Resitev: Po centralnem limitnem izreku bi moralo biti
S, —n -n
P(S,>0) = P|—= > —
( ) < 10/n 10\/5)

~ r(z2>-4).

Ce zelimo, da je ta verjetnost 0,99, mora biti

V539
10

torej n ~ 538.



