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1. (20) Del igre Bingo60 je bonus igra. V igri imamo ploséice

[soo] [400] [200] [100] |EXIT].

Racunalnik ploscice obrne in nakljuéno premesa, igralec pa lahko izbere obrnjeno
ploscico. Ce dobi , je izplacilo 800 in je igre konec. Ce dobi je igre
konec z izplacilom 0. Ce dobi eno od ostalih treh ploséic, neodvisno od izbire vrzemo
posten kovanec. Ce je izid grb, je igre konec in je izplacilo stevilo na izbrani ploséici.
Ce je izid stevilka, igralec lahko izbira nakljuéno med plo§éicami z enakim ali boljsim
izplacilom, neodvisno od prejsnjih izbir.

Primer: ce je igralec izbral in je na kovancu padla stevilka, lahko ponovno izbira
med [200], [400] in [800 .

Pri vseh izbirah so vse ploséice enako verjetne. Naj bo X koné¢no izplacilo.

a. (10) Navedite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.

Resitev: Mozne vrednosti X so 0, 100, 200, 400 in 800. Izplacilo 0 je mozZno
le v primeru, ko dobimo | EXIT| na prvem koraku. Torej je P(X = 0) = 1/5.
Izplacilo 100 dobimo, ce na prvem koraku izbermo 100 in dobimo grb ali na

prvem koraku izberemo | 100, dobimo stevilko in ponovno izberemo | 100]. Sledi

P(X =100) =

| —

Izplacilo 200 dobimo, ce na prvem koraku izberemo in grb ali na prvem
koraku dobimo ali| 200, potem stevilko in v ponovnem izbiranju izberemo

[200]. Sledi

m

b. (10) Izracunajte E(X) in var(X).
Resitev: Racunamo iz porazdelitve

15 19 25 37 44900
E(X)=100- — +200- — +400- — +800 - — = ——
(X) 120 * 120 + 120 * 120 120

2
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m
15 19 25 37 28590000
E(X?%) =100% - — +200% - — +400% - — 2, 20 _ £097WWY
(X%) 00 120+ 00 120jL 00 120+800 120
torej
(X) 3536975
var = .
36

120

Y
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2. (30) Na kvadratu s stranico @ = 1 naklju¢no izberemo tocko. Oznac¢imo z X in Y
koordinati izbrane tocke in definirajmo Z = | X — Y.

@

z

Sl. 1 Mnozica tock, za katere je |z —y| < z.

a. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke Z.

Namig: Mnozica tock na kvadratu, za katere je |x —y| < z za nek z € (0,1) je
take oblike kot osencena mnoZica na sliki 1.

Regsitev: Vrednosti slucajne spremenljivke Z bodo vedno na intervalu [0, 1], zato
bo gostota fz(z) =0 za z ¢ [0,1]. Naj bo z € [0,1]. Iz slike 1 razberemo, da je
P(Z < z) enaka ploscini osencenega lika, torej

Fp(2) =P(Z<2)=1-(1-2)>.
Gostoto dobimo z odvajanjem, torej je

ro={g0 77 G

b. (10) Najdite E(Z), var(Z) in tak z, da bo P(Z < z) = P(Z > z).

Resitev: Po formuli je

/ (1—2)
m
E(Z?) = / (1—-2)d 1
6
torej
var(Z) =
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Za tretje vprasanje moramo poiskati tak z, da bo

P(Zgz):2/02(1—u)du:%,

torej

Sledi
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3. (20) V nekem bloku zivi n porocenih parov. V ¢asu zimskih obolenj naklju¢no zboli
m ljudi tega bloka ne glede na starost ali spol, pri ¢emer je m < 2n. Vsak nabor m
ljudi je enako verjeten.

a. (10) V bloku zivita tudi zakonca Zupan. Doloci verjetnost, da sta oba zakonca
zdrava.

Resitev: Bolezen si nakljucno izbere m ljudi 1zmed 2n stanujocih. Verjetnost, da
zgresi oba Zupanova je torej

P(G) =& (;i)) S et - B ).

b. (10) Z X oznacimo sluc¢ajno spremenljivko, ki nam pove Stevilo parov, v katerih
sta obe osebi zdravi. Dolo¢i F(X).

Resitev: S simbolom I; oznacimo indikator, podan s predpisom

j 1, ce sta oba osebka i—tega para zdrava,
Y71 0, sicer.

za 1 =1,2,....,n. Tedaj velja X = I, + ...+ 1,. Ker so indikatorji I; enako
porazdeljent, velja

m m
2n—1

).
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4. (20) Predpostavljajte, da so meti kovanca med sabo neodvisni, vsaki¢ pa je verjet-
nost za grb enaka p. Naj bo W, stevilo potrebnih metov vkljuéno z zadnjim, dokler
prvi¢ ne bomo videli n zaporednih grbov.

a. (10) Utemeljite, da velja
PW,=k+1W,_1=k)=p
inzal>k+1

PW, =Wy =k)=qPW,=1—k—1).

Resitev: Ce na k-tem metu prvic dobimo n — 1 grbov zapovrstjo, se lahko zgodi
dvoje: na naslednjem metu dobimo grb in je W,, = k+1 ali na naslednjem metu
dobimo Stevilko in se “Cakanje” na n grbov zapouvrstjo zacne znova. Zgornji
enacbi sta matematicni zapis tega dejstva.

b. (10) Pokazite, da je
EW,Wh_1=k)=k+1+4+qEW,)
in izracunajte E(W,,).

Resitev: Iz pogojnih verjetnosti sledi, da je
EWuWaoi =k) = plk+1)+ Y  ¢P(W,=1-k-1)
I=k+14+n

= p(k+1)+q§:(m—l—k‘—l—1)P(Wn:m)

m=n

= plk+1)+qk+1)+qE(W,)
= k+1+qE(W,).

Obe strani zadngje enacbe pomnozimo z P(W,_1 = k) in sestejemo. Sledi

EW,) = E(Wo Wy = k)P(W,_1 = k)

k 1

(k+1+qEW,)) P(W,—1 =k)

M [0

k=n—1
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Sleds
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5. (20) Slucajne spremenljivke &;,&s, ... naj bodo med sabo neodvisne, enako po-
razdeljene z & ~ Bernoulli(1/2). Oznacite T" = inf{k: &_1 = & = 1}, torej naj-
manjse Stevilo spremenljivk dokler se v zaporedju ne pojavi vzorec 11. Naj bo za vsak
n > 1 slucajna spremenljivka C,, enaka stevilu neprekrivajocih se ponovitev vzorca 11
v zaporedju &1,&o,...,&,. Oznacite rodovno funkcijo spremenljivke 7' z GG, rodovno
funkcijo spremenljivke C), pa s H,,.

a. (10) Pokazite, da velja

Resitev: Definiragmo dogodke K1 = {§ = 1,& = 1}, Ky = {& = 1,6 =0} in
K3 = {& = 0}. Dogodki so particija prostora izidov. Racunamo lahko

G(s) = E(s") = BE(s"|K,)P(K,) + E(s"|K,)P(K,) + E(s"|K,)P(K,) .

Pogojno na Ky je T = 2, pogojno na Ky ima T porazdelitev enako porazdelitvi
T + 2, pogojno na K3 pa porazdelitev T + 1. Izracunamo

82

Gls) = 4—2s5— 82’
b. (10) Pokazite, da velja
H,(s)=P(T>n)+ >  sH, 1(s)P(T =k).
k=0
Pri tem razumemo, da je Hy(s) = Hy(s) = 1.
Resitev: Ocitno velja {C,, = 0} = {T" > n}. Dogodek {T' = k} je odvisen
le od spremenljivk (&1, ...,&), zato je Stevilo ponavljanj vzorca 11 v zaporedju
&k, - - -5 &n) meodvisno od {T = k} s porazdelitvijo enako porazdelitvi C,,_y. Za
1 <k <n velja
E (s 1T =k)) = E(s""%*) P(T =k).
Po definiciji je
H,(s) = E(s)

[
NE

E (s (T =k))

e
Il

0

= P(T>n)+ i sH,_(s) P(T = k).

k=0

Ker je P(T =0) = P(T = 1) = 1 zgornja formula sledi.
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6. (20) Kovanec mecemo 2n-krat. Meti so neodvisni, verjetnost za grb pa je p = 1/2.
Oznac¢imo Stevilo grbov v 2n metih z Sy,.

a. (10) Koliksen mora biti n, da bo priblizno veljalo
P(San =n) = 0,017
Ocenite z uporabo ®(0,0125) = 0, 505.

Resitev: Metanje kovancev je kot izbiranje listkov iz Skatle, v kateri sta samo
tevili 0 in 1. Vemo, da je p=1/2 in 0 = 1/2. Racunamo

P(Sy, =n) = P(n—%gSgnSn—i-%)
1 1
= P(_§§52n_n§§)
1 Sgn—n 1
= P(-— < <
& Vmn < v
~ P(—LSZSL)
2n 2n
1 1
() -2~ %)
1
= 20(——) —1
(=)
= 0,01.

Sledi

torej

Izracunamo n = 3183.

b. (10) Naj bo n = 5000. Koliksna je verjetnost, da se Stevilo grbov in stevilo
stevilk v 2n = 10000 metih razlikujeta za 100 ali manj?

Namig: Koliksno mora biti stevilo grbov, da se stevilo grbov in stevilo Stewilk
razlikujeta 100 ali manj?

10
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Resitev: Nalogo najprej malenkost prevedemo. Stevili se bosta razlikovali za manyj
kot 100, ce bo stevilo grbov med 4950 in 5050. Racunamo

P(4950 < S, < 5050) = P(—50 < S, — 5000 < 50)
50 _ S — 5000 50

(= VIna S iz o \/%/2)

S, — 5000
P(-1<Z<<1)
= ®(1) — B(—1)

0,68.
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