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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) V r skatel vrzemo n kroglic. Privzamemo, da so meti med sabo neodvisni,
vsako skatlo pa zadenemo z enako verjetnostjo. Oznacimo z X Stevilo praznih skatel
na koncu.

a. (10) Definirajte
Ay, = {k-ta skatla je prazna}
zak=1,2,... r. Izrazite dogodek A = {X = 0} z dogodki Ay.
Resitev: Velja A = M)_,A5.
b. (10) Izra¢unajte P(X = 0).

Resitev: Velja A® = Uj_, Ag. Racunali bomo po formuli za vkljucitve in izkljucit-
ve, zato potrebujemo verjetnosti P(Ay N -+~ N Ag) za vse k. Z drugimi besedami,
racunamo verjetnost, da bomo v vseh metih zadeli preostalih r — k Skatel. Zaradi
neodvisnosti metov je

r

P(AyN---NA) = (T_k)n.

Zaradi simetrije ima presek katerih koli k dogodkov izmed Ay, ..., A, enako ver-
jetnost, zato velja

P(A) =1 P(A°) = i(—l)k (;) ("” - k)n .

k=0
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2. (20) Dana je Pdlyeva zara, v kateri je sprva b belih in dve rdeé¢i kroglici. Iz
zare drugo za drugo na slepo vlecemo kroglice. Vsakic, ko izvlecemo kroglico dolo¢ene
barve, jo vrnemo v posodo in dodamo Se eno novo kroglico iste barve. Vlec¢emo, dokler
ne izvlecemo rdece kroglice. Privzemite, da se bo to zgodilo z verjetnostjo 1.

a. (10) Oznacimo z N stevilo vlecenj. Zapisite porazdelitev te slu¢ajne spremen-
ljivke.

Resitev: Mozne vrednosti za N son =1,2,... in zanje velja

b b+ 1 b+n—2 2

T b+2 b+3  b+n bt+n+1
2b(b + 1)

b+n—1)0b+n)(b+n+1)

P(N =n)

b. (10) Izra¢unajte E(N).
Namig: E(N)=>_"" P(N >n).

Resitev: Iz prve tocke sledi

B b(b+1)
PN zn)= (b+n—1)(b+n)

Racunamo

E(N) = i P(N > n)

00 3 (i)

n=1

=b+1.



Verjetnost, 2016/2017, M. Perman, A. Zalokar

3. (20) Porazdelitev Beta s parametroma p,q > 0 je dana z gostoto
1

f(l') = B(p, q) xpil(l - x)qil

za 0 <z < 1, pri cemer je

1
B(p,q) =/ 21— @) da .
0

a. (10) Naj bosta X in Y neodvisni ter

X ~ Beta 1,1 in Y ~ Beta 1,1 .
272 2

Pokazite, da je gostota vektorja (U, V) = (X, XY') dana z

1
fow(u,v) = fx(u) fr(v/u) ~
za 0 < v <wu < 1. Izracunajte gostoto XY eksplicitno. Kot znano privzemite,da
je
1
1
/ —(1 =) Y2 (u —v)"V2du = .

u Vv

Regsitev: Preslikava ®(z,y) = (z,xy) je bijektivna in ustrezno parcialno odvedlji-
va med mnoZicama (0,1)% in {(u,v): 0 <u < v < 1}. Z odvajanjem sledi, da je
Jo-1(u,v) = u™t. Formula za gostoto sledi iz transformacijske formule. Gostoto
V = XY dobimo kot robno gostoto, torej

fv(v)
= [ fela) frlofu); du

1 LY 1 vy~z 1
- 5ET5E )/v uE (1 — ) (1_E> —du

1 1
) 2
= ! /1 u (1 — u)_%(u — v)_% du
B(5:3)B(L3) /o
_ ! o
B(3:3)B(L3) Vo
1

Nk

V' zadngi vrstici smo upostevali znani integral. Konstanta je enaka %, ker je

rezultat gostota z integralom enakim 1. Zapisemo lahko XY ~ Beta (1, %)
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b. (10) Naj bosta X in Y neodvisni z
X ~ Beta(a,b) in Y ~ Beta(a + b,c)

za pozitivne konstante a, b in c. Izracunajte gostoto XY . Pri tem upostevajte,

da je
L1 — )1y — v)e1
/ ( u) (u ’U) du _ B(b, C) ’U_b(l . U)b-i—c—l )

ubJrc

Resitev: Po formuli iz prvega dela naloge je

fv(v)

~ B(a b)B1(a+b, o) /v1 w1 W) (%)M_l (1 N %)H %du

Ua+b—1 /1 (1 o u)b—l(u . ,U)c—l du
B(a,0)B(a +b,¢) J, ubte
B(b, ¢) -1 btc—
— ) a 1— +c—1 )
B(a,b)B(a+b,c¢) vl =)

Sledi V' ~ Beta(a, b+ c).
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4. (20) Generatorji sluc¢ajnih stevil generirajo zaporedja nicel in enk. Privzemamo,
da so posamezna generirana Stevila neodvisna in je vsako generirano sStevilo enako 1 z
verjetnostjo 1/2.

a. (10) Pri preverjanju kvalitete generatorja slucajnih Stevil definiramo slu¢ajno
spremenljivko Y, ki Steje, kolikokrat sta se v nizu n generiranih slucajnih nicel
in enk pojavili dve enki zapovrstjo. Pri tem dopuscamo prekrivanje v smislu, da
sta se v nizu 1011011110111 dve enki zapovrstjo pojavili Sestkrat. Izracunajte
E(Y).

Resitev: Definiramo indikatorske slucajne spremenljivke s predpisom

j 1 ce sta na mestih k in k+ 1 enki,
7 0 sicer.
zak =1,2,.... n—1. VeljaY =1, + I+ ---+ 1,1, poleg tega pa se hitro
prepricamo, da je
1
E(ly) =P, =1)= 1
Sleds

b. (15) Naj bo Z stevilo pojavljanj zaporedja 011 v nizu n generiranih slucajnih
Stevil, pri ¢emer ne dopuscamo prekrivanja. Izracunajte E(Z) in var(Z).

Resitev: Dve prekrivajoci zaporedgi po treh generiranih stevil ne moreta biti hkrate
enaki 011, zato omejitev na neprekrivajoce nize ni pomembna. Spet definiramo

ja 1 ce so na mestih k in k+1 in k+ 2 stevila 011,
71 0 sicer.

zak =12 ....,n—2. Velja Z =11+ I+ ---+ I,,_o. Zaradi neodvisnosti je

E(I;) = 1/8, torej

n—2

5
Za izracun variance potrebujemo kovariance. Naj bo | > k. Ce je l — k < 2,
je IiI;, = 0 z verjetnostjo 1 in je zato cov(Ily, ;) = —E(Ix)E(l;)) = —1/64. Za
l—Fk >3 pa sta I, in I; neodvisna, zato je njuna kovariance enaka 0. Racunamo

E(Z) =

var(Z) = Z_:var(]k)—l—Z Z cov(Iy, I)

1<k<i<n—2
~ (T(n—2)  6(n—4)
B 64 64
~ n+10
64
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5. (20) Predpostavite, da za zaporedje slu¢ajnih spremenljivk X7, Xo, ... velja

k
E(SXn+1|Xn _ ]C) _ (1—;—5) -6_%(1_5)

zan > 1in A > 0. Oznacite z G,(s) rodovno funkcijo slu¢ajne spremenljivke X,.
a. (10) Naj bo X; ~ Po(\). Navedite porazdelitve Xo, X3, .. ..

Resitev: Po formuli za popolno pric¢akovano vrednost je

Gnii(s) = E (s X, = k) P(X, =k)

k
<]_ + S> ) 67%(175)P<Xn _ k)

2
(1;S)kP(Xn:k)

WE

k=0

NE

e
Il

0

o0
== 6_%(1_5)

k=0

Po indukciji je X,, ~ Po(A\) zan > 1.
b. (10) Predpostavite, da je X; ~ Po(u). Navedite porazdelitve X,, za vse n > 1.

Resitev: Vemo, da je
Gi(s) = e #1179
Racunamo po vrsti z uporabo rekurzije iz prvega dela:
Go(s) = e 3409
03(3) = 67[)‘(%+i)+%]

G4(S) =

Po indukciji sklepamo, da je X,, ~ Po(\,), kjer je
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6. (20) Berti odpre stojnico z igro s tremi kockami. V vsaki igri, ki stane 1 euro,
se vse tri kocke vrzejo. Ce ne pade nobena Sestica, Berti obdrzi vplacani znesek. Ce
pade natanko ena Sestica, Berti igralcu vrne vplacani znesek in Se en euro. Ce padeta
natanko dve Sestici, Berti igralcu vrne vplac¢ani znesek in Se dva eura. Ce pa padejo
tri Sestice, Berti igralcu vrne vplacani znesek in Se 14 eurov. Privzamemo, da so kocke
standardne in da so vsi meti neodvisni.

a. (10) Izracunajte pricakovano vrednost in varianco Bertijevega dobicka po n igrah.

Resitev: Naj bo X; Bertijev dobicek v i-ti igri. Velja:

-14 -2 -1 1
X~ (L 15 715 @) :
216 216 216 216
od koder po krajsem racunu dobimo E(X;) = 1/36 in var(X;) = 2735/1296.
Ce torej z S, oznacimo Bertijev dobicek po n igrah, velja E(S,) = n/36 in
var(S,) = 2735n,/1296.

b. (10) Po priblizno koliko igrah ima Berti s priblizno 95% verjetnostjo pozitiven
dobicek?

Resitev: Oznacimo spet Stevilo iger zn. Iz centralnega limitnega izreka sledi, da
mora priblizno veljati

0Ziroma

;

273

kar je res, ce je n priblizno 7400.



