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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih reSite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na

razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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1. (20) V modri skatli je 9 listkov oznacenih s Stevilkami od 1 do 9, v rdeci skatli pa
5 listkov, oznacenih s stevili od 1 do 5.

a. (10) Iz vsake skatle potegnemo po en listi¢ in iz dobljenih Stevk sestavimo
dvomestno Stevilo, tako da je stevilo iz prve skatle z enako verjetnostjo prva
Stevka kot stevilo iz druge skatle. Koliksna je verjetnost, da bo tako sestavljeno
Stevilo vecje ali enako 507

Resitev: Oznacimo s H dogodek, da bo na prvem mestu stevilo iz modre skatle,
z A pa dogodek, da bo dvomestno stevilo veéje ali enako 50. Seveda je P(H) =
P(H®)=1/2, P(A|H) =5/9 in P(A|H®) = 1/5. Po formuli za popolno verjet-

nost je
P(A)=P(A|H)P(H)+ P(A|H®) P(H®) = % .

b. (10) Na slepo izberemo skatlo in iz nje potegnemo listek s sodo stevilko. Doloci
verjetnost, da smo listek potegnili iz modre skatle.

Resitev: Naj bo H dogodek, da listek potegnemo iz modre skatle, A pa dogodek,
da je izbrano Stevilo sodo. Po Bayesovi formuli je

P(A|H)P(H)
(AlH) P(H) + P(A|H*) P(H*)

P(H|4) = -

Vstavimo ustrezne verjentosti.
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2. (20) V teoriji zalog nastopi nasledni problem: pri¢akujemo, da bo povprasevanje po
nekem izdelku celostevilska slucajna spremenljivka X. V pricakovanju povprasevanja
naro¢imo n izdelkov, kjer je n fiksno celo stevilo. Ce vse izdelke na zalogi prodamo, smo
naredili en prometa, kjer je ¢ cena izdelka. Ce je povprasevanje manjse od n, recimo
k < n, naredimo ck prometa, vendar moramo za skladis¢enje neprodanih izdelkov
placati s(n — k), kjer je s cena za skladiscenje enega izdelka, tako da je celoten promet

ck —s(n —k).

a. (10) Predpostavite, da je P(X = k) = pg*, kjer je ¢ = 1 — p in je p € (0,1).
Oznacite z Y celoten promet po zgornjem opisu. Opisite porazdelitev Y.

Resitev: Mozne vrednosti slucajne spremenljivke Y so cn, ¢e prodamo vse izdelke
ali ck —s(n—k) zak=0,1,--- ,n—1. Velja

PY=ck—s(n—k))=P(X =k) = pqg"

m

b. (10) Izracunajte F(X). Kot znano uporabite, da je

—

n—

k:q_(np+Q) q"

kq
p2

0

£
Il

Resitev: Po definiciji je
E(Y)=) P =u),
YK

kjer so y, vse mozne vrednosti spremenljivke Y. Sled:

-1
E(Y) = ) (ck—s(n—k)pg"+ncq"
k=0

n—1 n—1
= (c+s)p Z kq® — nsp Z ¢ + neq”
k=0 k=0

q—(np+q)q" nsp(l—q")
p2

3

= (c+s)p + neq” .
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3. (20) Naj bosta slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni z X sinN(0,1) in ¥V ~
exp(1). Kot znano upostevajte, da je za a,b > 0

1 b T
favfgd — 7 —2Vab

in

a. (10) Definirajte
U=v2Y -X.

Izracunajte gostoto slucajne spremenljivke U.
Namig: glejte (U, V) = (U,Y).

Regitev: Preslikava
®(z,y) = <\/2yﬂc,y)

preslika (—oo, 00) x (0, 00) bijektivno nase. Racunamo

o (u,v) = <¢L2_UU> .

Racunamo

Sledi, da je

e eV

fov(u,v) = N Vo

za —o0 < u < 00 in v > 0. Gostoto U dobimo kot robno gostoto. Racunamo z
uporabo zgornjega integrala

fulu) = — e Vi du

20 —00 < u < 0Q.
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b. (10) Naj ima X gostoto
1

fx(x) = §€7|x‘

za —o0 < x < 00 in od nje neodvisna spremenljivka Y gostoto

za y > 0. Najdite gostoto U = X/Y.

Resitev: Po formuli za gostoto kvocienta dveh slucajnih spremenljivk racunamo
folu) = / fxy (uy,y)lyldy

_ / " feCuy) fy (o) lylde

_ L/OO L tilve= gy
4/ Jo y3/2
1

= _ 16_2 V |u‘/4
4/ |ul
g

= € .
4/Tul
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4. (20) V televizijskem kvizu voditelj tekmovalcu postavlja vprasanja. Za vsak prav-
ilen odgovor tekmovalec dobi tocko. Tekmovalec izpade, ko napacno odgovori na dve
zaporedni vprasanji.

Privzemite, da tekmovalec na vprasanja odgovarja pravilno z verjetnostjo p € (0, 1),

neodvisno od pravilnosti odgovorov na ostala vprasanja. Naj bo X Stevilo tock, ki jih
bo dosegel tekmovalec in Y Stevilo vprasanj, ki mu bodo zastavljena.

a. (10) Definirajte

H, = {tekmovalec odgovori pravilno na prvo vprasanje}
H, = {tekmovalec odgovori nepravilno na prvo in pravilno na drugo vprasanje}
Hj3 = {tekmovalec odgovori nepravilno na prvi dve vprasanji.}

Izrazite E(XY |H;) za i = 1,2, 3 z izrazi, ki vsebujejo E(X), E(Y) in E(XY).

Resitev: Ce tekmovalec odgovori pravilno na prvo vprasanje, se zaradi neodvis-
nosti zgodba zacne na novo. Pogojno na Hy bo X imela porazdelitev kot X + 1,
Y pa porazdelitev Y + 1. Sledi

E(XY|H)=E(X+1)Y +1)=EXY)+EX)+EY)+1.

Podobno dobimo pogojno pricakovano vrednost glede na Hs, le da moramo X
povecati za 2 1 'Y povecati za 1, torej je

E(XY|H,) = E(XY) + E(X)+2E(Y) + 2.

Ocitno je
E(XY|H3) =0.

. (10) Izracunajte cov(X,Y).
Resitev: Iz prvega dela naloge sledi po formuli za popolno pricakovano vrednost,
da je

E(XY)=P(H,)E(XY|H,)+ P(H)E(XY|H,) .

Iz besedila sledi, da je P(Hy) = p in P(Hy) = qp, kjer smo oznacili ¢ = 1 — p.
Sledi, da je

E(XY)(1=p—pq) =p(EX)+ EQY)+1)+pq(E(X)+2E(Y)+2).
Za izracun kovariance potrebujemo E(X) in E(Y). Podobno kot za produkt do-

bimo
E(X) =p(E(X) +1) + pg(E(X) +2) + 2¢°,
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torej

m

torej

Sledi

E(X) = in  E(Y)=

E(X)(1—p—pq) =p+2pq+2¢°
E(Y)=p(E(Y)+1)+pe(E(Y)+1),

EY)1-p—pq) =p+pq.

Za produkt dobimo enacbo

torej

alt

Koncno je

2 _
E(XY)Q - q2 q2 ’
2 +4q+ ¢
E(Xy):p( + 3+Q)
q
2 +4q+ ¢
E<Xy):p( + 3+Q)
q

cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y)
p2+4q+¢*) p(l+9g)?

q* q*
p(1+2q)
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5.

(20) Naj bo Zy, Zy, ... proces razvejanja in oznacite G(s) = Gz (s). Definirajte

WOZ 1in Wn:ZO+Zl++Yn ter Hn(S) :GWn(S)

a. (10) Utemeljite, da velja

E (s"|Zy = k) = sH,(s)"
za k=0,1,2... in sklepajte, da je
Hy1(s) = sG(H,(s)) .

Resitev: Ce vemo Stevilo k posameznikov v prvi generacifi, bo celotno Stevilo
posameznikov enako 1 plus vsota k med samo neodvisnih slucajnih spremenljivk
z enako rodovno funkcijo kot W,,, kar ustreza Stevilu vseh posameznikov v pod-
drevesih, ki visijo na posameznikih prve generacije. Rekurzivna formula potem
sledi iz formule za popolno pricakovano vrednost.

. (10) Privzemite, da je

1+ s

=5

kar pomeni, da bo proces razvejanja izumrl z verjetnostjo 1. Naj bo W, celotno
stevilo posameznikov, ki bodo kdajkoli ziveli. Kot znano privzemite, da za |s| < 1
funkcije H,(s) konvergirajo proti rodovni funkciji W, ko n — oo. Izracunajte
porazdelitev W..

G(s)

Resitev: Ker je G zvezna za |s| < 1, bo veljalo
T Hya(s) = 5G(lim H,(s)).

Ce oznacimo rodovno funkcijo Wa 2z H(s), dobimo enacbo

H(s) = sG(H(s)) = w

Resitvi enacbe sta
1+ 1 — g2
. .
Ker morajo biti koeficienti v razvoju H(s) v vrsto pozitivni, izberemo negationi
predznak. Iz Newtonove formule sledi

H(s) = ool 3%—1(122) (=)

k=
Sleds

P Wy =2k—1)= (122> (=1)F 1.

zak=1,2,....
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6. (20) Zavarovalnica izda 240.000 polic obveznega avtomobilskega zavarovanja. Pre-
mija je enaka £252. Povprecje dejansko izplacanih zahtevkov v preteklem letu je bilo
£1240, standardni odklon dejansko izpla¢anih zahtevkov pa je bil £1830.

a. (10) Matematik, ki ra¢una tveganja, najprej privzame, da bo zahtevkov 20%,
torej 48.000. Zahtevki so med seboj neodvisne, enako porazdeljene slucajne
spremenljivke s povprecjem £1240 in standardnim odklonom £1830. Ocenite
verjetnost, da zbrane premije ne bodo dovolj za izplac¢ilo vseh zahtevkov.

Resitev: Oznac¢imo n = 48000 in posamezne zahtevke z X1, Xo, ..., Xugo00. Za-
varovalnica od vseh zavarovancev zbere C' = 240.000 x 234 £. Oznacimo S,, =
Xi + Xo+ -+ Xy, Zanima nas verjetnost P(S, > C). Racunamo s pomocjo
CLI

P(S,>C) = P (S” — B(5) SO E(S")>

~ P (Z > Ci(S,J) .
var(S,,)

Iz tabele preberemo, da je priblizek verjetnosti P(Z > 2,39) = 0,008 .

b. (10) Matematik v zavarovalnici se zaveda, da ne more predvideti toénega stevila
zahtevkov, ki jih bo zavarovalnica morala izplacati v naslednjem letu. Zato
spremeni svojo skatlo tako, da vanjo doda listke z ni¢lami in sicer Stirikrat toliko,
kolikor je bilo prvotno listkov. Povprecje skatle se tako spremeni na 248 £,
standardni odklon pa na 956 £. V tem primeru je potrebno racunati, kot da
listice izbiramo 240.000-krat. Ocenite zdaj verjetnost, da zbrane premije ne bodo
dovolj za izplacilo vseh zahtevkov.

Resitev: Racunamo podbno kot v a., le da oznacimo n = 240.000 in uporabimo
novo povprecje in nov standardni odklon. Dobimo

PS> C) = P(S” E(S,) C—E(S,J)

Vvar(S,) g Vvar(S,)

~ P (Z . 0—_E<>> |
var(S,,)
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pri cemer je
C— E(Sn)
var(Sy,)

Iz tabele preberemo, da je verjetnost priblizno P(Z > 2,04) = 0,02.

=2,04.

10



