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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.
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Skupaj
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1. (20) Naj bosta slucajni spremenljivki U in Z neodvisni z U ~ exp(1) in Z ~ N(0, 1).
Naj bo m dano stevilo.

a. (10) Poiscite gostoto slucajnega para (U,mU + VUZ).

Resitev: Definiramo preslikavo
O(u,z) = (u,mu + \/az) ,

ki slika (0,00) x R bijektivno nase. Racunamo

o (u, 1) = (u "’" _\FZ”‘“)

m
Jop-1(u,z) =

-

Sleds
S P |

fux(U,iL‘)Iei ~\/—2_7Te 2u ﬁ

. (10) Izracunajte gostoto spremenljivke X = mU ++/UZ. Kot znano privzemite,
da za a > 0in b > 0 velja

> 1 b T
—au—qy dy — o —2\/ab‘
[

Resitev: Gostoto X izracunamo kot robno gostoto. Racunamo

o0 1 (zfrnu)2 1
x) = e - e - —du
fx(x) i o NG
€[ () g
= —e 2 2u
V2r Jo Vu
_ T e
2+ m?
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2. (20) Na kroznici s sredis¢em v izhodis¢u koordinatnega sistema in polmerom ena
naklju¢no in neodvisno izberemo dve tocki. Naj bo R razdalja med tema tockama.
Matematiéno povedano, naj bosta U in V' neodvisni sluc¢ajni spremenljivki, enakomer-
no porazdeljeni na [0, 27). Izbrani tocki imata koordinati

(cos(U),sin(U)) in (cos(V),sin(V)) .

a. (10) Izracunajte F(R) in var(R). Kot znano privzemite, da je

/2W\/1—cos(x—y)dx:4\/§.

Resitev: Razdaljo lahko napisemo kot

R= \/(cos(U) - cos(V))2 + (sin(U) — sin(V))2 ,

kar lahko poenostavimo v

R=+/2—2cos(U V).

Racunamo

1 2w 2
ER) = — / / V2 + 2cos(u — v)dudv
o Jo

A
1 2m 2w
= / dv V2 + 2cos(u — v)du
0 0

472

1
— 21 -2 442

472
2
=

Upostevali smo, da je integral

27
/ V2 + 2cos(u — v)du
0

za vsak v enak. Racunamo

E(R?) = E(2+42cos(U—-V))
= 2+4+2FE (cos(U —V))

Sledi
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b. (10) Izra¢unajte cov(U, R).
Namig: nikakor ne integrirajte. Raje pomislite, kaj je frjy=u(r).

Resitev: Ko si izberemo prvo tocko, si drugo izbiramo neodvisno od prve nekje
na kroznici. Pogojna porazdelitev R je enaka, kot ce bi gledali razdaljo druge
tocke od neke fiksne tocke, recimo (1,0). To pomeni, da sta R in U neodvisni in
je posledi¢no cov(U, R) = 0.
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. (20) V posodi naj bo n belih in n ¢rnih kroglic. Kroglice izbiramo nakljuéno po
vrsti brez vracanja. Naj bo X stevilo izbir, pri katerih sta Stevili belih in ¢rnih kroglic
izenaceni. Zapisemo lahko

X=IL+Ili+ -+ I,

I { 1 ce je po 2k izbirah stevilo belih kroglic enako Stevilu ¢rnih
2% = .
0 sicer.

a. (10) Izracunajte cov(Ia, Io;).

Namig: pomuslite, kaj je
P([Ql == 1|[2k = 1)

zal > k.

Resitev: Najprej potrebujemo pricakovane vrednosti. Racunamo

E(Iy) = P(ly, =1) = %
(=)
To sledi 1z hipergeometrijske porazdelitve, saj je prvih 2k kroglic nakljucen vzorec

vseh in Zelimo k belih in k rdecih kroglic. Za pogojno verjetnost opazimo, da se
razmislek ponovi z n — k belimi, n — k rdecimi kroglicami in | — k izbirams, torej

je
n—k\ (n—k
Py =1|Iy =1) = %
(51 2a)
Sleds

E([legl) = P(IZk: = 17]2l = 1)
— P(Iy = 1Ty = 1) P(Iy = 1)
(o) M6

Giae) GO

Iz tega izracunamo kovarianco.

b. (10) Izracunajte var(X). Dobljenih vsot vam ni treba poenostavljati.
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Resitev: Po formuli je
var (X)
= ) var(Iu) +2)  cov(la, In)

= > P(Ly=1)(1—-P(ly=1)+

+2) "k < 1(P(Ipy = 1)P(Iy = 1| Iy = 1) = P(Ipy = 1)P(Iy = 1)

= ) P(Iy=1) (1 — P(Lp=1)+ Y (P(Iy =1|Ipy = 1) — P(Iy = 1)) .

k<l
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4. (20) Danih je n posod, ki vse vsebujejo a rdecih in b belih kroglic. Na slepo
izvlecemo kroglico iz prve posode in jo prestavimo v drugo, nato na slepo iz druge prav
tako prestavimo nakljucno izbrano kroglico v tretjo posodo. Postopek nadaljujemo do
prestavitve iz predzadnje v zadnjo posodo.

a. (b) Za j =1,2,3,...,n — 1 naj bo Xj stevilo rdecih kroglic, izvle¢enih iz j-te
posode. Izracunajte E(X;) in za j > 2 se E(X,|X,_1 = k), kjer je k katerakoli
mozna vrednost X,_;.

Resitev: Ko bomo pri danem pogoju izbirali iz j-te posode, bo v njej a + k rdecih
in b+ (1 — k) belih kroglic. Pri tem je k =0,1. Sledi, da je

a+k
Dobimo se a
EX)=PX,=1)= i
(X) = P(X =1) = ——

b. (10) Za vse j =1,2,3,...,n — 1 izracunajte E(Xj).

Resitev: Dobimo

E(X;) = leE(XﬂXj—l =k)P(X;1 = k),

k=0
torej
a E(X_l)
E(X;) = J .
(X5) a+b+1 a+b+1
Rac¢unamo po vrsti.
a a a
(X) a+b+1+(a—l—b)(a+b+1) a+b
Po indukciji je potem
a
E(X;) =
(%) a+b

20 vSe j.

c. (5) Iz zadnje posode na slepo izvlecemo eno kroglico. Koliksna je verjetnost, da
je rdeca?

Namig: 1zrazite

P (kroglica izvlecena iz zadnje posode je rdeca| X, 1 = k)
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za mozne vrednosti k slucajne spremenljivke X,,_1.

Resitev: Oznacimo A = kroglica izvlecena iz zadnje posode je rdeca. Velja

a—+k

PlAXna =k) = 2977

Sleds
P(A) = PA|IX,,-.1 =0)P(X,,-1 =0)+ P(A| X1 = 1)P(X,, =1).

Ce poracunamo, sledi
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5. (20) Naj bo Zy, Z4, ... proces razvejanja z rodovno funkcijo

G () = Gls) = 51+ 8.

Oznacite W,, = Zy + Zy + --- + Z,. Slucajna spremenljivka W, je Stevilo vseh
posameznikov, ki so ziveli do vkljuéno generacije n. Oznacite rodovno funkcijo spre-
menljivke W,, s H,. Za rodovne funkcije Hy, Hy, Hs, ... velja rekurzivna zveza

Hy(s) =s in H,1(s) = sG(Hy(s)) .

a. (10) Naj bo Wy, = Zy+ Z; + - - - celotno stevilo posameznikov, ki bodo kdajkoli
ziveli. Ker bo proces razvejanja izumrl z verjetnostjo 1, bo W, koné¢na slucajna
spremenljivka. Oznacite njeno rodovno funkcijo z H(s). Pokazite, da je

H(s)=sG(H(s)).

Kot znano lahko upostevate, da za narascajoce zaporedje nenegativnih celoste-
vilskih slu¢ajnih spremenljivk X,, s kon¢no limito X velja Gx, (s) — Gx(s), ko
n — 0o za vse |s| < 1.

Resitev: Ker je G zvezna in H,(s) konvergira, ko n — oo, lahko v rekurzivni
formuli izenacimo limito leve in desne strani in na desno limito nesemo v G.

b. (10) Poiscite porazdelitev slucajne spremenljivke W.
Namig: upostevajte, da je
= 2k —1 xk
Vi—-x=1- —_—
v ; (k—l) (2k — 1)22h-1
za |x| < 1.
Resitev: Iz zgornjega sledi
s
2
To je kvadratna enacba za H(s). Resitvi sta

1EVI- S

S

H(s) (1+ H*(s)) -

H(s)

Ker morajo biti koeficienti v potencni vrsti za H(s) vsi pozitivni izberemo

1—V1-5 XN[2k—1 52kl
H(s)=——"—=>" S E—
(5) s £ ( k-1 ) (2k — 1)22+1

2%k — 1 1
k—1) (2k — 1)22k-1°

Sledi
P(Wa =2k — 1)
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6. (20) Francoska ruleta ima 37 zarez, med katerimi je 18 ¢rnih, 18 rdec¢ih in ena
zelena. Igralnica zeli uvesti novo igro. Igralec, ki stavi en evro, bi v primeru, ko bi
kroglica obticala v ¢rni zarezi, ta znesek izgubil. V primeru, ko bi kroglica obticala v
rdeci zarezi, bi vplacani znesek dobil nazaj, v primeru, ko bi obticala v zeleni zarezi,
pa bi igralnica vrnila vplacani znesek in primaknila Se x evrov. Privzamemo, da je
cilinder posten, torej so vse zareze enako verjetne.

a. (5) Pri katerem z bi bila igra postena, torej bi bil pricakovani dobitek igralnice
v eni igri enak ni¢?

Resitev: Oznacimo z X1 zasluZek igralnice po eni igri. Iz

X~ —1 0 T
LU \18/37 18/37 1/37

r—18
37

b. (15) Pri katerem x ima igralnica po 10.000 neodvisnih igrah dobicek z verjetnos-
tjo priblizno 95%?7

izracunamo E(X7) =

, torej je igra poStena pri x = 18.

Resitev: Oznacimo z Xy zasluzek igralnice po k-ti igri, z S pa zasluZek po 10.000
wgrah. Velja S = X1+ Xo + -+ + Xioooo- Po centralnem limitnem izreku je S
porazdeljen priblizno normalno z ustrezno pricakovano vrednostjo in varianco.

Velja
2?2+ 18 [x—18\?
var(X;) = T < 3 >
ter
10000(z — 18) (224+18) [z —18)\"
ES)=————""-— =1 -
(9) 37 in var(S) = 10000 37 T :

torej je

P(S>0)z1—q><—ﬂ>=q>( 100z — 18) )
var(.S) V/37(2% 4+ 18) — (z — 18)?2

torej x izberemo tako, da bo

100(18 — ) B
® <\/37(x2 +18) — (z — 18)2> =09

100(18 — =)
V/37(2% 4+ 18) — (z — 18)2

oziroma

= 1,645

10
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Ocitno mora biti x < 18, sicer bi bilo E(S) > 0 in bi imela igralnica dobicek
najvec z verjetnostjo priblizno 1/2. Pri x < 18 je zgornja enacba ekvivalentna

enacbi
10000(18 — z)* = 1,645%*(37(2” + 18) — (z — 18)?)

0ziroma

(10000 — 36 - 1,645%)2 — (360000 + 36 - 1,645%)z + 3240000 — 342 - 1,645* = 0.

0ziroma
9902,6 2 — 360097, 4z + 3239075 = 0.

Ta kvadratna enacba ima numeriéni resitvi
r, = 16,31, Ty = 20,05

in pravilna bo seveda prva. Za zeleno zarezo torej igralnica vplacanemu znesku
primakne se 16 evrov in 31 centov.

11



