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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematicni prirocnik. Veliko uspehal
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1. (20) Iz posode, v kateri je sprva B belih in R rdecih kroglic, na slepo in brez vracanja
vlecemo kroglice, dokler prvi¢ ne izvlecemo rdece. Naj bo X stevilo izvle¢enih belih
kroglic.

a. (10) Izracunajte E(X).
Namig: uporabite indikatorje.

Resitev: ostevilcimo bele kroglice s k = 1,2,..., B in si zamislimo, da vlecemo
se naprej, dokler ne izvlecemo vseh kroglic. Definirajmo

| 1 ¢ce je k-a bela kroglica izvlecena pred prvo rdeco
7 0 sicer.

Velja

B
X:ZIk.
k=1

Zaradi simetrije imajo vst indikatorji isto pricakovano vrednost, ki je enaka
P(I, = 1). Za dogodek, da je I, = 1, pa so pomembni le medsebojni poloZaji
k-te bele in R rdecih kroglc pri vlecenju. Ker so vse permutacije enako verjetne,

je
1
Pll=1)= ——.
(L =1) R+1
Sleds B
B(X)= ———
(X) R+1

b. (10) Izra¢unajte var(X).
Resitev: uporabimo indikatorje iz resitve prve tocke. Nagprej izracunamo

R

var(I) = e

za vse k. Tudi kovariance cov(Iy, I;) so zaradi simetrije za vse k # | enake.
Verjetnost P(Iy = 1,1, = 1) izra¢unamo s pomodcjo medsebojnih poloZajev k-
te in [-te bele kroglice ter R rdecih kroglic pri vlecenju. Verjetnost, da sta beli
kroglici pred vsemi rdec¢imi, je

E([k[l):P([k:L[l:l): —

od koder sleds: 5 1
L. 1) = —
cov(ly, 1) (R+1)(R+2) (R+1)?’

2
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kar se poenostavi v

R

cov(li, I) = (R+12(R+2)

Iz formule za varianco vsote sledi

R R
(R+1)? +B(B-1)- (R+1)2(R+2)’

var(X) =B -

kar se poenostavi v
_ BR(B+R+1)

var(X) = (R+1)2(R+2)"
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2. (20) Naj bodo X1, X, ... neodvisne sluc¢ajne spremenljivke, porazdeljene geometri-
jsko Geom(p), tj.
PXi=r)=p¢d'; r=1,2,...,

kjer je ¢ = 1 — p. Oznacimo S, = X; + Xo + -+ + Xj.
a. (10) Za vse 1 < k < n izracunajte P(Sy = n).

Resitev: ker so vsote neodvisnih slucajnih spremenljivk, porazdeljenth geometri-
jsko z istim parametrom, porazdeljene negativno binomsko, je Sy ~ NegBin(k, p),
torej

n—1
P(Sk =mn) = g
(Sk=n) (k 3 1)19 q
b. (10) Za vsak n > 1 izracunajte
fao=P(Sp=nzanekik=12...,n).
Regitev: pisimo
Jn= P(ngl{sk = n})
i opazimo, da so dogodki v uniji disjunktni. Torej je
fa=)_ P(Sp=mn).
k=1

Z uporabo rezultata prve tocke in binomske formule dobimo

" /n—1 _
fn—Z(k_l)pkq” f=p.
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3. (20) Slucajni vektor (U, X,Y’) naj bo porazdeljen zvezno z gostoto
xy w2 P
e 2u e 2(1-w)
Am\/ud (1l —u)?
zau € (0,1) in x,y > 0; drugje naj bo gostota enaka ni¢. Definirajmo

X Y
W=— 'in Z= .
VU v1-U

a. (10) Izracunajte gostoto porazdelitve slu¢ajnega vektorja (U, W, Z). So slucajne
spremenljivke U, W in Z neodvisne?

flu,z,y) =

Resitev: definiragmo funkcijo

u’ x? = u’ )
Y Vu' V1 —u
in opazimo, da ® preslika mnozico (0,1) x (0,00) x (0,00) bijektivno samo vase,

mverz pa je enak
O (u,w, 2) = (u, wVu, 2v1 — u) ,
od koder sledi Jo-1(u,w, z) = \/u(l —u). Transformacijska formula nam da

u(l—uw)wz w2 22
U, W, 2) = e ze 2 -Ju(l —u),
fowalu w2} = T =y Vaull - u)

kar se poenostavi v

Fumalu,w,2) = —Fe— e F e
UyW, 2) = —————
vz Ay /u(l — )

e 2e 2.
Iz tega razberemo, da so U, W in Z neodvisne.

b. (10) Izracunajte gostoto slu¢ajnega vektorja (U,Y) = (U, Z\1 — U) in slucajne
spremenljivke Y.

Namig: pri racunanju robne gostote uporabite novo spremenljivko

Vi
Ji—u

=v.

Resitev: ker je [;° we " 2dw = 1, ima slucajni vektor (U, Z) gostoto

N

z z

P

e 2.
5
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Iz transformacijske formule za preslikavo ®(u, z) = (u, vV1—u- z) dobimo

Fox(,y) = foz(u,y/ VT — 1) - ﬂl__u |

Slednji enakosti se zdruzita v

y 6_2&171).
Adm/u(l —u)3

fU,Y (u7 y) =

Gostota slucajne spremenljivke Y je robna gostota, kar pomeni, da moramo
zgornjo gostoto integrirati po u. Skladno z namigom uvedemo novo spremenljivko

Vi

=
vV1—u
i dobimo p
Y =dv m =1+0%.
2/ u(l —u)3 l—w
Koncno je

21 /°° y20? J
= e 2 p— e 2 v
V2T V21 Jo
Y 1
2

»

Yy

= e 2 -

V2T
1
24/ 2T

seveda za y > 0; drugje je gostota enaka nic.

(
2
e 7,
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4. (20) V zaporedju neodvisnih metov postenega kovanca naj bo X stevilo metov do
prve pojavitve vzorca GG, Y pa naj bo stevilo metov do druge pojavitve tega vzorca.
Primera:

GSSGGSSSGSGG X=5 Y=12
GSSGSSGSSGGG X=11, Y =12

a. (10) Izracunajte E(X).

Resitev: definirajmo dogodke By = {prvi met je S,
By = {prva dva meta sta GS} in Bs = {prva dva meta sta GG}. Velja

E(X|B)) =1+ E(X), FEX|By)=2+FX) in E(X|B3) =
Formula za popolno pricakovano vrednost nam da
EX)=31+EX))+i2+EX))+75-2.
Resimo linearno enacbo in dobimo E(X) = 6.
b. (10) Izracunajte E(Y — X).
Resitev: za k = 2,3, ... definiramo

By, ={X =k, (k+1)-ti met je G}

m
Cr = {X =k, (k + 1)-ti met je S}.
Velja
EY—-X|By)=1 in EY —X|Cy) =1+ E(X).
Dogodki Bo, Bs, ...,Cs,Cs, ... tvorijo particijo in formula za popolno pricakova-

no vrednost nam da
= PBy)+Y (14 E(X))P(Cy).
k=2 k=2

= P(Cy) in ker ti dogodki tvorijo particijo, je > ., , P(By) =
ey P(Cr) = 5. Sledi

E(YY - X)=1+1B(X)=4,
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5. (20) Naj bosta X in Y nenegativni celostevilski slu¢ajni spremenljivki z isto po-
razdelitvijo. Za k > 1 naj velja

P(X =K = {P(X+Y =k~ 1).

Naj bo G rodovna funkcija spremenljivk X in Y.

a. (10) Poiscite enacbo, ki ji zadosca ta rodovna funkcija..

k

Resitev: pomnozimo obe strani dane zveze z s* in sesteyjmo po k > 1. (e

oznacimo P(X = 0) = p, velja

ip S —Gx() P

-1
m

PX+Y:k—1)sk:ZGx+y(s).

|

k=1
Ker imata X in'Y isto porazdelitev, velja Gx.y(s) = G(s)?. Iskana enacbha je

G(s) —p = Z G(s)?.

b. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk X in Y.

Namig: upostevajte, da je G(1) = 1, in uporabite Newtonov razvoj:

\/Tzi (1/2)33; 7| < 1.

=0

Resitev: ker je G(1) = 1, nam enacba iz prve tocke da

1 1
p_47

tore) p = %. Zdaj pa to vstavimo v zvezo in jo resimo:

G(s):2<1i’/ —ZS>.

S
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Ker morajo biti koeficienti v razvoju nenegativni in ker je (—1)’“(122) < 0 za vse
k=1,2,3,..., je pravilna izbira negativni predznak korena. Razvoj v potencéno

vrsto nam tako da

P(X = k) = 2(/:1{21) (—1)* (Z)Hl |

i koncno
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6. (20) V podjetju HIT so v letu 1999 gostje igrali igro Colore 440.000-krat. Verjetnost
za dobitek pri tej igri je p = 0,00198079.

a. (10) Zanima nas stevilo S,, dobitkov v 440.000 igrah. To stevilo je kot vsota
440.000 neodvisnih slucajnih spremenljivk z vrednostma 0 in 1, torej S, = X +
-+ X, kKjer je P(X; =1) =pin P(X; =0) =1 —p. Z uporabo centralnega
limitnega izreka izracunajte priblizno verjetnost, da bo dobitkov 920 ali vec.

Resitev: Po centralnem limitnem izreku s popravkom za zveznost je

P(S, >920) = P(S, >919,5) =P <Sn — B(5) > 919,5 — E(Sn)>

Vvvar(S,) — y/var(S,)
P (Z . 919,5—E(Sn)> |
var(S,,)

kjer je Z ~ N(0,1). Oznacimo q = 1 — p ter izracunamo E(S,) = np = 871,55
in \/var(S,) = /npq = 29,49. Izracunamo
919,5 — E(S,) . 919,56 — 871,55
var(.Sy,) 29,49

= 1,63

in 1z tabele razberemo, da je iskana verjetnost priblizno

P(S, > 920) ~ 0,052.

Opomba. S pomocjo toénih binomskih verjetnosti lahko dobimo natancnejsi rezul-
tat. 'V okviru prikazane natancénosti je to P(S, > 920) = 0,5295.

b. (10) Recimo, da je izplacilo pri dobitku enako x > 0. To pomeni, da, ce gost
stavi enoto in stavo dobi, mu to enoto vrnejo in dodajo Se x enot. Priblizno
izracunajte najvisjo mozno vrednost x, pri kateri ima igralnica po 440.000 igrah
izgubo z verjetnostjo najvec 0,01.

Resitev: Hisa v vsaki 1gri bodisi pridobi 1 enoto ali izgubt x enot. Dobicek hise,
ki je lahko v primeru izgube tudi negativen, je vsota 440.000 med sabo neodvisnih
sluc¢ajnih spremenljivk, torej W,, =Y, + -+ + Y, pri cemer je P(Y; = 1) =q in
P(Y; = —x) = p. Mejna vrednost je x, za katerega je priblizno

P(W, <0) =0,01.

10
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Izracunamo E(X;) = q — pz, var(X;) = pg(x + 1)? in var(W,) = npq(x + 1)*.
Sledi

P(W, <0)=P (W” — EW.) EW.) )

/var(W,) =T /var(W,,)

_ _lg—pz)vn
_P(Z< (I+1)\/p_q)
~ 0,01 .

1z tabele normalne porazdelitve dobimo

_lg=px)vn
W 2.33.

Resimo na x wn dobimo

V2,335
p/n + 2,33/pq

= 466,95 .

Opomba. Spet lahko s pomocjo eksaktnih binomskih verjetnosti dobimo natanc-
nejsi rezultat. 7 oznakami iz prej$nje tocke je namrec¢ dobicek igralnice enak
—Spx+(n—2S,), torej ima igralnica izgubo natanko tedaj, ko je S, > - Lz ek-
saktnih binomskih verjetnosti sledi, da je P(S, > 940) > 0,01 in P(S, > 941) <
0,01. Torej je P(S, > y) < 0,01 natanko tedaj, ko je y > 941. Maksimalni
mozni x je torej .

= —1=4 .
=g 66,5877
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