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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.

Naloga | a. b. c.
1. °
2. °
3. °
4. °
9. °
6. °
Skupaj
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1. (20) Kovanec mecemo tolikokrat, dokler ne dobimo ali natanko r grbov ali natanko s
stevilk. Oznacite stevilo potrebnih metov z X, ;. Naj bo P(G) = 1/2 in predpostavite,
da so meti med seboj neodvisni.

a. (10) Izracunajte F (X1 ).

Namig: Lahko upostevate, da za nenegativno celostevilsko slucajno spremeljivko

X velja
=> P(X>k).
k=1

Druga moznost je, da uporabite

i rd — (an —n —1)a"™ +a
B (1—a)? '

Resitev: Dogodek {X1s > k} za k = 1,2,...,s se bo zgodil natanko takrat, ko
bodo na mestih 1,2,...,k — 1 same stevilke. Torej je P(X,, > k) = 2771 2q
k=1,....,s mP(X;,>k)=0zak>s+1. Sledi

E(Xl,s) — i P(Xl,s Z ]{7)

— ZS: 9—(k=1)
k=1

= 2(1-27%).

b. (10) Pokazite

B(X,,)=2r (1 _ (2;"> 2—2r> _

Namig: Zirtid (Xr—l-l,r—i-l = /f) =1.

Resitev: Z uporabo negativne binomske porazdelitve dobimo
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zak=r,r+1,...,2r — 1. Torej je

2r—1 ]{3—1 .
E(X,,) = 2> k- )2

Prva vsota v oklepaju je enaka 1, ker je vsota verjetnosti v porazdelitvi.
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2. (20) Igralca A in B imata vsak standarden kup 52 kart. Oba igralca kup dobro in
neodvisno eden od drugega premesata in hkrati zacneta polagati karte na mizo eno po
eno z vrha svojega kupa.

a. (10) Naj bo X stevilo polaganj kart, ko igralca A in B na mizo hkrati polozita
asa. Izracunajte E(X).

Resitev: Definirajmo indikatorje

j 1 ce na k-tem polaganju oba igralca na mizo poloZita asa,
7 0 sicer.

S to definicijo je X = Iy +- - -+ I59. Zaradi simetrije imajo vsi indikatoryji enako
pricakovano vrednost, zato je

E(X)=52-E(I})=52-P(I, =1) =52 (%)2 .

b. (10) Naj bo Y stevilo asov, ki jih ima v preostalem kupu igralec B po vkljucno
polaganju, ko igralec A prvi¢ na mizo polozi asa. Naj bo N polaganje kart, ko A
prvi¢ na mizo polozi asa. Kot znano privzemite, da je E(N) = % [zracunajte

E(Y).

Namig: za nenegativno celostevilsko slucajno spremenljivko N welja formula
E(N) =251 P(N = n).

Resitev: Definirajmo indikatorje

7 { 1 gralec B na k-tem polaganju na mizo polozi asa in N > k
k= .
0 sicer.

Vsota Jy + -+ + Jyg je stevilo asov, ki jih bo B polozil na mizo do vkljucno
trenutka, ko bo A na mizo poloZil prvega asa. Sledi, da je Y =4 —Jy+ -+ Jyg.
Zaradi neodvisnosti in simetrije je

P(J,=1)= %P(N > k).

Sledi, da je

49
4
E(J+-+ Jig) = §;P<N2 k).
Za vsako nenegativno celostevilsko slucajno spremenljivko N je

E(N)=> P(N=>n).

n>1

4
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Slucajna spremenljivka N ima mozZne vrednosti 1,2,...,49. Iz zgornje formule
sledr, da je
49 53
Y P(N>k)=E(N)= =
k=1
Dobimo
4 53

Konéni rezultat je
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3. (20) Slucajni spremenljivki X in Y naj bosta neodvisni in enako porazdeljeni ter
naj velja

2k\ ak

()8

BT

zak=0,1,...in 8 > 0.

a. (10) Izracunajte porazdelitev vsote X + Y.

(-4

kjer je (a)r Pochhammerjev simbol:

Namig: prepricajte se, da je

(a)p =ala+1)(a+2)---(a+k—=1), (a)=1.

Kot znano potem privzemite, da je

Resitev: Zan =0,1,2,... racunamo

P(X+Y:n):ip(xzk)13(yzn—k)
e ()G

e S (3,0,

k=0

e £ (1) (),(5).

ﬁn
= n|(1 +ﬁ)n+1 (1)n
__
(1 + 6)71—}—1 :
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1

b. (10) Prepricajte se, da je X +Y +1 ~ Geom(—), in uporabite rezultat za

1+8
izracun var(X).

Resitev: Trditev o porazdelitvi preverimo naravnost. Vemo, da je varianca slu-
cagne spremenljivke Z ~ Geom(p) enaka

Torej je
var(X +Y) =var(X +Y + 1) =1+ 0).

Ker je var(X) = var(Y') in je zaradi neodvisnosti

var(X +Y) = var(X) + var(Y),
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4. (20) Slucajni spremenljivki X in Y naj imata gostoto

2 zaz,y>0inx+y<1
0 sicer

fxy(z,y) = {

Kot znano privzemite, da preslikava ®, dana z

X

preslika obmocje G = {(z,y): x,y > 0in x +y < 1} bijektivno na kvadrat H =
(0,1)%

a. (10) Izracunajte gostoto vektorja

(U, V) = <XL+Y,1—X_Y) |

Utemeljite, da sta U in V neodvisni.

Resitev: Nagprej potrebujemo inverz ® 1 (u,v), kar pomeni, da moramo resiti

enacbi
T

T4y
za (u,v) € (0,1)%. Dobimo

=u m l—x—y=vw

r=z=u(l—v) mn y=1—-u)(l—-v).
Sledi
Jo-1(u,v) = det (_21__1}”) _(1_3 u)) =—(1-v).

Po transformacijski formuli je

fuw () = { 21 -0) 28 (o) € (0.1

Gostota je produkt ¢lenov odvisnih od w (kar je kar 1) in v, torej sta U in V.
neodvisni.

b. (10) Pokazite, da imajo X, Y in 1 — X — Y enako gostoto.
Resitev: Za X in'Y iz formule za robne gostote sledi
fx(@)=2(1—z) in fr(y)=2(1-y).

Iz prvega dela naloge sledi, da je gostota V —1— X —Y enaka
fv(v)=2(1—-v).
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5. (20) Na okensko polico sluc¢ajno razporedimo m > 4 begonij in n > 1 fuksij, vsi
vrstni redi pa so enako verjetni. Naj bo X Stevilo begonij, ki imajo takoj na svoji
desni tudi begonijo.

a. (10) Izrazite X kot vsoto indikatorjev in izra¢unajte kovariance med njimi.

Resitev: Ostevilcimo mozne pozicije za roZe od leve proti desni zk =1,2,... ,m+
n. Zak=1,2,m+n—1 definiramo

ja 1 ce sta na mestih k in k + 1 begoniji
T 0 sicer.

Velja X = Il —I— +Im+n—1-

Potrebovali bomo verjetnosti P(I, = 1), torej verjetnosti, da sta na pozicijah k in
k+1 begoniji. Ker so vrstni redi enako verjetni, sta na danih pozicijah nakljuéno
1zbrani rozi, kjer so vsi pari enako verjetni. Sledi, da je

(3)

m—+n
("3")
Predpostavimo, da je k <m-+n—2inl=k+1. Verjetnost P(I;, = 1,1, = 1) je

enaka verjetnosti, da so na pozicijah k,k+ 1,k +2 begonije. Ker je to nakljucno
1zbrana trojica roZ, dobimo

P(I, =1) =

P(li=1,I,=1) = (n(gl) .

V tem primeru je

() ()
cov(ly, I}) = 4~ — )
(") ()
Ce je 1 > k + 2, je po podobnem razmisleku
m m 2
(i) _ (%)

" (e

COV(Ik, [l) =

b. (10) Izrazite var(X) s koli¢cinami var(1y), cov(Iy, I) in cov(Iy, I3), pri ¢emer so
Iy, ..., I, 1 indikatorji, ki ste jih definirali. Dobljenih izrazov vam ni treba
poenostavljati.

Resitev: Uporabimo obicajno formulo

m—+n—1

var(X) = Z var(1y) + 2 Z cov(ly, Ip) .

1<k<i<m+n—1
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Vse variance so enake P(I, = 1)(1 — P(Ixy = 1)) in jih je m +n — 1. Presteti
moramo Se, koliko je razlicnih kovarianc. Prepisemo lahko

E cov(Iy, I)
1<k<i<m+n-—1
m4+n—2m+n—1

= Z Z COV(Ik,]l)

k=1 I=k+1
m4n—2
= Z [COV([k, Ik+1) + (m +n — k — 1)COV([k, Ik+2)]
k=1
m+4n—2
= (m+n—2)cov(ly, 1) + cov(ly, I3) - Z (m+n—k—1)
k=1

= (m+n—2)cov(ly, ) +cov(l,I3)- (1+24 -+ (m+n—2))
(m+n—2)(m+n-—1)
5 :

= (m+n—2)cov(ly, L) + cov(ly, I3) -
Sledi

var(X) = (m+n—1yvar(ly) +2(m+n — 2)cov(ly, Iy)
+(m+n—2)(m+n—1)cov(l, I3).

10
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6. (20) Iz mnozice vseh permutacij n elementov izberemo nakljuéno permutacijo m,
pri cemer so vse permutacije enako verjetne. Par (i,7) z i < j je inverzija, ¢e velja
m(i) > 7(7). Naj bo X stevilo vseh inverzij v slucajni permutaciji II.

a. (10) Izracunajte E(X).

Resitev: Naj bo S = {(i,7): 1 <i < j < n} mnoZica vseh urejenih parov Stevil
mangsih od n. Oznacimo z I indikator dogodka, da je par s € S inverzija. Po
simetriji dobimo, da je P(Iy =1) =1/2. Ker je X = > _. I, je

seS

B(x) =Y By ="

seS
ker je parov n(n —1)/2.
b. (10) Izra¢unajte var(X).

Resitev: Velja, da je

var(X) = Zvar([s) + Z cov(ls, I) .
seS s,tesS
s#£t
Oznacimo s = (i,7) int = (k,l). Za kovariance dobimo veé razlicnih moznosti:
proa je {i,j} N {k, 1} = 0. V tem primeru je po simetriji P(Is = 1,1, =1) =1/4
in posledicno cov(Is, I;) = 0. Druga moznost je i = k < j < l. Po simetriji
je v tem primeru P(I; = 1,1, = 1) = 1/3 in posledi¢no cov(l, I;) = 1/12.
Tretja moznost je i < j = k < 1. Po simetriji velja P(Is = 1,1, = 1) = 1/6
in posledicno cov(I,, I;) = —1/12. Cetrta moznost je i < k < j = | z enako
kovarianco kot v drugem primeru.

Ostane Se prestevanje sumandov v vsoti kovarianc. Vsako od moznih treh od nic¢
razlicnih kovarianc dobimo na 2(2) nacinov. Sleds

n(n—1) ny 1 nn-1)2n+5)
var(X) = —5 2(3) T hm =

11



