UNIVERZA NA PRIMORSKEM
FAMNIT, ODDELEK ZA MATEMATIKO
VERJETNOST
2. KOLOKVIJ
8. JuNw 2015

IME IN PRIIMEK: VPISNA ST: m

NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.

Naloga | a. b. c.
1. °
2. °
3. °
4. °
9. °
6. °
Skupaj
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1. (20) Slucajni spremenljivki X in Y naj imata gostoto

1 _(y—=)?

T, [ 2x

fX,Y(xay) =€ \/%

za x>0, —o0o <y < 0.

a. (10) Poiscite gostoto slucajne spremenljivke

Y -X

=R

Resitev: Racunamo

P(Z<z) = // Ixy(z,y)dzdy
(y—=)/v/x<z

_ / Idx/ 1 (yQZ)Zdy
y<x+fz \/27’(1’

= / e “dx / _“2/2du

- Z

Tukaj je ®(z) porazdelitvena funkcija standardizirano normalne porazdelitve.

Sledi Z ~ N(0,1).
b. (10) Utemeljite, da sta sluc¢ajni spremenljivki X in

Y - X
VX

7 —

neodvisni.
Namig: Kaj je fzx=z(2)?

Resitev: Pri pogoju X = x je pogojna gostota Y enaka gostoti N(z,x) po-
razdelitve. Slucajna spremenljivka Z je linearna funkcija Y, tako da je njena
pogojna gostota enaka gostoti N(0, 1) porazdelitve. Ker je pogojna gostota neod-
visna od x, neodvisnost sleds.



Verjetnost, 2014/2015, M. Orel, M. Perman

2. (20) Slucajna spremenljivka X naj ima vrednosti k = 2,3, ... in porazdelitev dano
z

P(X =k) = (k- 1)p*q"

zap € (0,1) in ¢ = 1 — p. Za slucéajno spremenljivko Y naj velja P(Y = | X = k) =
1(k—1)zal=12,... k1.

a. (10) Izracunajte porazdelitev Y.

Resitev: Po formuli za popolno verjetnost je

PY =1 = Y P(Y=IX=kP(X =k)

= f: P(Y =1|X =k)P(X = k)

k=l+1
0o

Sledi Y ~ Geom(p).
b. (10) Pokazite, da sta sluc¢ajni spremenljivki ¥ in Z = X — Y neodvisni.
Resitev: Racunamo

PY=1Z=m) = P(Y=01,X=1+m)
= PY=lX=l4+mPX=101+m)

1
— (1 -1 2 l+m—2
[+m—1 (LHm=1pg
= ¢ 'p-g"'p.

Ker je P(Y =1,Z =m) = f(l)g(m), sta slucajni spremenljivki neodvisni.
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3. (20) Slucajni spremenljivki X in Y naj imata gostoto

1 el —g 1 _wo?

— [ 2x
fX,Y(x>y) (n_ 1)"T € 27‘(‘{1)6

zax >0, —co<y<ooinn > 3.

a. (10) Izracunajte

Resitev: Racunamo

Y2 y2
Bl — — I
( X2) / /( ooy 22 fxy(z,y)drdy
1 —1

o * 1 (y—2)2
= — e Tdx 2 e 2z d
(n—1)! /0 2 /_ooy V21w Y
1 o0
— o /0 (z + 2%)a" Be dw
R
 on—1 '

Upostevali smo, da je notrangi integral enak E(U?) za U ~ N(z,z) porazdelitve,
kar je x + 2. Za ostale racune uporabimo T funkcijo.

b. (10) Izracunajte var(Y).

Resitev: Racunamo

EY) = / /(Omw yfxy(x,y)drdy
1

R

o o 1 (y—2)2
n—1_-—x —
= — " e dx e 2 d
(n_l)!/o /_ooy\/Qmu 4
1 > n _—I
S

= n.
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Racunamo

E(Y?) = / / v fxy(z,y)dedy
(0,00) xR

=1 J, Y Vo Y
1 oo
= —)'/ 2" Nx + 2?)e " dx
HJo

Sledi
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4. (20) Pri igri Crni Peter imamo n parov kart. Karti v vsakem paru sta enaki.
Predpostavite, da imamo m igralcev in je m delitelj stevila 2n. Oznacite 2n/m = a.
Karte dobro premesamo in jih razdelimo m igralcem, tako da vsak dobi a kart. Za
k=1,2,...,mnaj bo X stevilo parov, ki jih dobi igralec & .

a. (10) Izracunajte E(Xy).
Namig: definirajte indikatorje

1 ce igralec k ima [-ti par
Ik,l = 0 .
sicer.

Resitev: Velja Xy = Iy1 + - - + I, torej je dovolj izracunati E(I;) =

P(k-ti igralec ima l-ti par). Karti iz l-tega para, ki ju lo¢imo, imata 2n(2n — 1)
enako verjetnih moznosti za to, na katerih mestih pristaneta. Med njimi je a(a—
1) moznosti, pri katerih pristaneta v rokah k-tega igralca. Sledi

ala —1)
E(ly) = ———=
(Tk.1) 2n(2n — 1)
i zaradi linearnosti matematicnega upanja
na(a — 1)
E(X;) = FE(] v I ) = )
(X&) (Tka + -+ Iin) 22n — 1)

b. (10) Izracunajte cov(Xy, X5).
Resitev: Zaradi bilinearnosti je

cov(Xy, Xo) = Z cov (I, 12;) -
2Y)
Za i = j je produkt I ;15; = 0, ker igralca ne moreta hkrati dobiti istega para in
je tako
cov (I, 15;) = —E (11;) E((12,) -
Za i # j so vse kovariance enake. Racunamo
ala —1) ala —1)

PlLi,=11L;=1)= 2n(2n — 1) ) (2n —2)(2n —3)

Sledi, da je za i # j

ala—1) ala —1) ala—1) \°
I Qs I o . - .
vl boi) = 5 5 T Brm @ =3 \Zn@i—1)
V' dvojni vsoti je takih kovarianc n(n — 1). Sledi

COV(‘Xrl7 XQ) = —nE(Il71)2 + n(n - 1)COV ([1’1, 12’2) .
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5. (20) Kovanec mecemo, dokler ne dobimo vzorca GSG. Meti so neodvisni, verjetnost
grba na vsakem metu panaj bop € (0,1). Najbo Y potrebno stevilo metov, da dobimo
vzorec vkljuéno z zadnjimi tremi, X pa naj bo stevilo metov do vkljucno prve stevilke.

a. (10) Izrazite E(Y|X = k) s pomoc¢jo E(Y) zavse k =1,2,.. ..

Resitev: Racunamo po vrsti. Ce je X = 1, se ¢akanje na vzorec zacne znova
in velja E(Y|X = 1) =14+ E(Y). Za k > 2 pa imamo Ze del vzorca GS. Na
naslednjem metu dobimo G z verjetnostjo p in je Y =k + 1 ali S z verjetnostjo
1 — p in je potem pricakovana vrednost enaka k + 1+ E(Y'). Sledi

EYX=k=k+1p+k+1+EY))(1—p =k+1+(1—-pEY)
za k> 2.
b. (10) Izracunajte E(Y).

Resitev: Vemo, da je X ~ Geom(1 — p). Racunamo

BE(Y) =
- iE(Y\X:k)P(X:k)

= (1+EY)1=p)+> (k+1+EY)(1-p)(1-p"'p

= (1+E(Y))(1—p)+ﬁ—(1—p)+(1+(1—p)E(Y))(1—(1—p))
= (1—p+(1—p)p)E(Y)+L—1+p+p

1—-p

Sledi
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6. (20) Elementi matrike A velikosti n x n naj bodo med sabo neodvisne enako
porazdeljene slucajne spremenljivke X;; s P(X;; =1) = P(X;; = —1) = 1/2.

a. (10) Naj bosta o in 7 permutaciji n elementov. Izracunajte

E (H Xio(i)Xi‘r(i)) :
=1

Resitev: Zaradi neodvisnosti parov (Xis1y, X17(1))s - - - (Xno(m), Xnr(n)) Je

<H Xza (3) ZT( ) H E io( )X’LT z)) .

Posamezna pricakovana vrednost E (XZ-U(Z-)XZ»T@)) je enaka 1, ce je o(i) = 7(i),
sicer pa je zaradi neodvisnosti enaka 0. Celotna pricakovana vrednost je zato
enaka 1, ce je 0 = 7, sicer pa je enaka 0.

b. (10) Izracunajte var(det(A)).
Resitev: Pisimo

det(A) = Z sgn(a) Xla(l) s Xm,(n) .

o

Ker za vsako permutacijo o velja
E[Xla(l) T Xna(n)} - EXlU(l) T EXnU(n) =0,
je E[det(A)] =0, zato je
var(det(A)) = E[(det Z Z sgn(o)sgn(r) E <H X,;g(i)XiT(i)> )
i=1

Toda po prejsnji tocki so vsi ¢leni, pri katerih je o # T, enaki nic, cleni, pri
katerih je 0 = T, pa so enaki 1. Zato je

var(det(A)) = n!.



