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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.

Naloga | a. b. c. d.
1. ° °
2.

3. ° °
4. ° °
9. ° °
6. °
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1. (20) V igri Tocke igralca A in B meceta poSten kovanec. Privzamemo, da so meti
neodvisni. Ce na kovancu pade grb, igralec A dobi tocko, v nasprotnem primeru pa
dobi tocko igralec B. Igralec A zmaga, ¢e zbere a tock, preden igralec B zbere b tock,
pri ¢emer sta a in b dani pozitivni celi stevili.

a. (10) Izrazite verjetnost, da zmaga igralec A, z vsoto. Vsote vam ni treba sesteti.

Resitev: Zamislimo si, da igralca meceta v nedogled, in oznacimo z X Stevilo
metov, dokler ne pade a grbov. Igralec A bo zmagal, ¢e bo X < a+b—1. Vemo,
da je X ~ NegBin(a, 3). Sledi

Penan = > (F1) (1)

k=a

b. (10) Problem posplosimo na igralce A, B in C. Iz skatle, v kateri so trije listki
z napisi A, B in C, nakljuc¢no izbirajo listke. Tocko dobi igralec, ki je napisan
na izbranem listku. Izbire so med sabo neodvisne, vsak listek pa izberemo z
verjetnostjo % Igralec A zmaga, Ce prej izbere a tock, kot B zbere b tock ali C
zbere c¢ tock, kjer so a, b in ¢ dana pozitivna cela stevila. Izrazite verjetnost, da
zmaga A, z ustreznimi vsotami, ki vam jih ni treba sesteti.

Namig: Hy, = {A zmaga natanko pri k-tem izbiranju iz skatle}.

Resitev: Podobno kot v prvem delu si zamislimo, da igralci izbirajo listke v ne-
dogled, in oznacimo z X Stevilo izbir, dokler izberejo a listkov A. Velja X ~
NegBin(a, %) Igralec A ima mozZnosti za zmago, ce se zgodi dogodek H; =
{(X=kYzak=a,a+1,...,a+b+c—2. Ce se zgodi Hy, vemo, da sta igralca
B in C skupaj dobila k — a tock. Pogojno se tocke med igralca B in C porazdelijo

1

binomsko z verjetnostjo 5. Igralec A bo zmagal, ¢e bo stevilo tock I igralca B

ustrezalo neenacbamal <bink —a—Il<calik —a—c<l<b. Sledi

min{a+b,a+c}—1 a+b+c—2
P(zmaga A) = Z P(Hy) + Z P(Hy) P(zmaga A|Hy) .
k=a k=min{a+b,a+c}

Po zgornjem razmisleku so pogojne verjetnosti v drugi vsoti enake

P(zmaga A|Hy) = (%)k bi (k f “) .

l=k—a—c+1
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Vstavimo verjetnosti za negativno binomsko porazdelitev in dobimo
o min{a+b,a+c}—1

P(zmaga A) = (%) 3 (I; - D (g) k—a

k=a
at+b+c—2 k b—1
E—1\ (1 k—a
e b)) L2 00)
k=min{a+b,a+c} I=k—a—c+1

ob dogovoru, da je vsota enaka nic, ce je konéni indeks manjsi od zacetnega (to
se zgodi pri drugi vsoti, ¢e je a = b = 1). Ce pa sprejmemo Se dogovor, da je
(m) =0, brz ko je r < 0 ali r > m, se celoten izraz poenostavi kar v:

o= $ 0 0 ()

k=a l=k—a—c+1
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2. (20) V posodi je na zacetku ena bela in dve rdeci kroglici. Iz posode zaénemo
vleci kroglice. Vsaki¢, ko izvlecemo belo, jo vrnemo v posodo in dodamo Se eno belo
kroglico. Vsakic, ko izvlecemo rdeco kroglico, pa jo obdrzimo in v posodo dodamo Se
dve beli kroglici. Zaporedne izbire so med sabo neodvisne.

a. (10) Za 1 < m < n izracunajte verjetnost, da rdeco kroglico prvi¢ izvlecemo pri
m-tem, drugi¢ pa pri n-tem vlecenju. Rezultat izrazite v sklenjeni obliki.

Resitev: Iskana verjetnost je enaka

m—1 2 m+ 2 n r 4
m+1 m+2 m+3 n+l n+2 mm+1)n+1)(n+2)°

1 2
3 4

b. (5) Oznacimo z X Stevilo izvle¢enih kroglic do vkljuéno zadnje rdece. Za vse
n=2,3,4,... izracunajte P(X =n).

1

1
m +1°

Resitev:

B B n—1 4 . 4(n—1)
P =m =) Dt Dt alnt Dn 12

c. (5) Dokazite, da skoraj gotovo neko¢ izvlecemo obe rdeci kroglici.

Resitev: Prvi nacin. To sledi iz dejstva, da je

P(X < o) :iP(X:n)
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Drugi nacin. Oglejmo si dogodek {X > n}. Le-ta je disjunktna unija dogodkov
Ap in Ap1, Ana,s ..o An o, Kjer je:

A, = {med prvimi n izvlecenimi kroglicami ni rdece} ,

Apm = {med prvimi n izvleéenimi kroglicami je edina rdeéa na m-tem mestu } .

Velja
P(A)—l 2 mo 2
Y34 o m+2 (mA1)(m+2)]
P(A, ) 1 2 m—1 2 m + 2 n+1 4
T3 4 mA1l m+2 mA+3 n+2 mm+1)(n+2)
Torej je

P(X>n)=P(An)+mzn:1P(Anvm):nig{ni1+zﬂ: (%_m;ﬂ)}

m=1

B 2+ 4n
C(n+D(n+2)]

kar gre proti ni¢, ko gre n proti neskoncéno. Zeleno dejstvo sledi.
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3. (20) Iz mnozice, ki ima N elementov, r-krat izberemo podmnozico velikosti n. Pri
vsaki izbiri so vse mozne podmnozice predpisane velikosti enako verjetne. Vse izbire
podmnozic so med seboj neodvisne.

a. (5) Koliksna je verjetnost, da je fiksnih k elementov dane mnozice v vseh izbranih

podmnozicah?
(oo ]
Regitev: E‘X,’; (0b dogovoru, da je (") =0, brz ko je s <0 ali s > m).

b. (15) Koliksna je verjetnost, da noben element ni v vseh izbranih podmnozicah?
Dobljenega izraza vam ni treba poenostavljati.

Resitev: Zai=1,2,...,N naj bo A; dogodek, da je i-ti element v vseh izbranih
podmmnozicah. V prejsnji tocki smo izracunali, da za poljubne razliéne iy, io, . . ., i
velja

G|
S pomocjo nacela vkljucitev in izkljucitev izracunamo, da je iskana verjetnost
enaka

P(A{NASN---NAY)
=1—-P(AUAU---UAy)

—1— ZP(Ail) + Z P(A;; NA;,)

i1=1 1<i1<i2<N
- E P(A, NA;,MA,)+ -
1<i1<i2<i3<N

+ (=1)" > P(A;, NA,N---NA;)

1< <ig < <in <N

_ :0<_1)k<];[) [(%N,g)]r |

n
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4. (20) V posodi je n belih in n ¢rnih krogel. Krogle izbiramo naklju¢no brez vracanja,
tako da je vseh (2:) moznih vrstnih redov izbir belih in ¢rnih enako verjetnih.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da je tik po izbiri (2k)-te kroglice stevilo belih in
¢rnih kroglic izenaceno.

Resitev: Ker izbiramo nakljucno, smo po 2k kroglicah izbrali slucajni vzorec 2k
kroglic. Stevilo belih med njimi ima hiper-geometrijsko poraydelitev s parametri
2k, n,2n. Zelimo, da je tevilo belih med izbranimi toéno k. Sledi, da je verjet-
nost iskanega dogodka enaka

b. (10) Naj bo N stevilo izbir, tik po katerih sta bila stevilo belih in v stevilo ¢rnih
krogel izenacena. Pokazite, da je

Resitev: Zapisimo
N=I++ I,
kjer je

I { Iop =1, ce sta stevilo belih in ¢rnih krogel izenaceni po 2k-ti izbiri
2k pr— .
0 sicer.

Racunamo
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5. (20) Naj ima sluéjna spremenljivka X gostoto
2 1

fx(x) =
za x € R.

a. (10) Izracunajte gostoto sluc¢ajne spremenljivke

(e + e)? " 2cosh’x

1 eX —e X
U==-(14————) .
2( +6X—|—6_X)

Resitev: Racunamo lahko z uporabo dejstva, da je

U=-(1+tanhX),

N | —

torej 15cemo
P(X < arctanh(2u — 1)

i da velja

l1—=z

)

arctanh xz = %ln (1 —|—x>

ali pa direktno

2 eX 4e—X

= P %3@
P(l—s—e*QX Su)

— P(X<lm(

PU<u) = P 1(1+e*6

)<

)

Odvajamo zgornjo porazdelitveno funkcijo in dobimo gostoto

folw) = fx (3n(1%) - (A1)

=1

1-u  l1-utu
u (1—u)?

na intervalu u € (0,1), kar pomeni, da je slucajna spremenljivka U porazdeljena

enakomerno U(0,1).

b. (10) Za p € (0, 1) izracunajte

P(vsim (i)

8
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Resitev: Vemo, da velja (tanhz) = Cosi%. Racunamo
e
P(X<llog(i2)) = "9 14
— 2 g 1-p - — 2 cosh? z
1 In ﬁviﬂa
= %tankiﬂ_oo ?
Uporabili smo definicijo tanh x = Zzl—iiz i lastnost lim,_,_ tanhx = —1.



Verjetnost, 2018/2019, M. Orel, M. Perman, A. Zalokar

6. (20) Med N kartami imamo n asov. Karte dobro premesamo in jih zacnemo deliti
z vrha eno po eno. Oznacimo, da so se asi pojavili na mestih T} < T, < --- < T,,.
Definirajmo slucajne spremenljivke Wy, =T, — 1, W; =T, —T; 1 —1za 2 <i<nin
Wy = N —T,. Kot znano privzemite, da lahko dano stevilo m napisemo kot vsoto

r pozitivnih Stevil na (T:ll) nacinov, kot vsoto nenegativnih Stevil pa na (mjfl_ 1)
nacinov.
a. (10) Izracunajte skupno porazdelitev slucajnih spremenljivk Wy, Wy, ... W, in

porazdelitve posameznih W;.

Resitev: Lotimo se najprej skupne porazdelitve. Mozne vrednosti slucajnega vek-
torja (Wh,...,Whny1) so (n + 1)-terice (ki,...,knt1), za katere je k; > 0 in
Y. ki=N —n. Dogodek

Wi =k, Waga = kpga }

se zgodi, ¢e dobimo asa na mestih ky + 1,k + ko +2,..., N — k,. Verjetnost za
to je
N—-—n N-n-1 n N—-—n—k 1 1

N N —1 "N—kl'N—k1—1"'1_m‘

Zaradi simetrije zgornje porazdelitve so vsi W; enako porazdeljeni, zato je dovolj
1zracunati porazdelitev Wy. MozZne vrednosti te slucajne spremeljivke so k =
0,1,...,N —n. Racunamo

PW,=k) = P(T1=k+1)

N—n N—-n-1 N—-n—k+1 n
N N -1 N-—-k+1 N —k
("5

()

b. (10) Koliksna je verjetnost, da med deljenjem vsaj enkrat dobimo dva asa za-
pored?

Regsitev: Iz prvega dela razberemo, da moramo presteti, koliko je (n + 1)-teric
nenegativnih celih Stevil z vsoto N — n, pri katerih je vsaj eno stevilo enako 0.
Ce nimamo omejitev, je vseh (n+1)-teric nenegativnih celih stevil z vsoto N —n
enako (]:) Ce zahtevamo, da so vsa Stevila pozitivna, je takih (n + 1)-teric le
(N_:;_l). Torej je
' (anfl)
P(miani =0)=1——72—+.

()

10



