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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Nalog je 6, s 5 resenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematicni prirocnik. Veliko uspehal

Naloga | a. b.
1.

Skupaj
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1. (20) V r skatel mecemo n kroglic. Meti so med sabo neodvisni, posamezno skatlico
pa zadenemo z verjetnostjo 1/r. Privzemite, dajen > r. Zak =1,2,...,r naj bo Ay
dogodek, da je po n metih v k-ti Skatlici vsaj ena kroglica.

a. (10) Izracunajte P(A; U As U--- U Ay).

Resitev: Zgornja unija je dogodek, da je v pruih k skatlicah vsaj kaksna kroglica.
Pri vsakem metu je verjetnost, da zadenemo kaksno od prvih k skatlic enaka k/r.
Ker so meti neodvisni, sleds

k n
P(AINASN---NAY) = <1——> .

,
Sleds N
P(A1UA2U---UAk):1—(1——) )

r

. (10) Izracunajte
P(A NAsn--NA4,).

Namig: Uporabite formulo za vkljucitve in izkljucitve.

Resitev: Lazje bo poiskati verjetnost nasprotnega dogodka. Po formuli za vklju-
citve in izkljucitve in z uporabo simetrije dobimo

P(ATUASU---UAS
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2. (20) V standardnem kupu kart je 52 kart. Po 13 je pikov, src, karov in krizev.
Karte dobro premesamo in jih razdelimo 4 igralcem, tako da vsak dobi 13 kart.

a. (10) Koliksna je verjetnost, da bo imel vsak igralec karte enega samega tipa (tipi
so seveda pik, srce, kriz in karo)?

Resitev: Oznacimo dani dogodek z A. Ce lo¢imo vse karte, ne gledamo pa vrst-
nega reda deljenja, lahko Stirim igralcem razdelimo karte na

52\ (39 (26 (13 52!

13/\13)\13/\13)  (13!)*
nacinov. Od teh moznih nacinov jih je 4! = 24 takih, ko imajo vsi igralci karte
enakega tipa. Iskana verjetnost je

A1 (131)*

PlA) = —5

b. (10) Koliksna je pogojna verjetnost, da bo imel prvi igralec karte enega samega
tipa, ce nima vsak igralec kart enega samega tipa?

Regsitev: Naj bo B = {pruvi igralec ima karte istega tipa}. Izracunati je treba

p(pjacy = PIBNAY) _ P(B)= P(ANB) _ P(B)~ P(4).

P(Ac) 1—P(A) 1—-P(A)
Torej moramo izracunati le Se P(B). Dogodek B sestavlja 4 - (133%!)3 1zidov, torej
je
13!- 39! 4
P(B) =4- o =
M)

i 1skana pogojna verjetnost je enaka

4131 (39! — 31 (131)3)
52! — 41 (131)4

P(B|A?) =
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3. (20) Dano je zaporedje metov, kjer v vsakem metu hkrati vrzemo eno ali veé¢
standardnih kock. V prvem metu vrzemo eno kocko. Ce v posameznem metu na vseh
kockah pade Sestica, dodamo Se eno kocko, sicer pa pustimo isto stevilo kock. Vsi meti
kock so neodvisni.

a. (10) Zapisite porazdelitev stevila metov, v katerih smo metali manj kot tri kocke.

Resitev: Oznacimo stevilo metov z X3. Ta slucajna spremenljivka lahko zavzame
vrednosti 2,3,4... Slucajna spremenljivka X3 oznacuje met, po katerem smo
dodali tretjo kocko. Splosneje, naj X,, oznacuje met, po katerem smo dodali
m-to kocko.

Najbon =2,3,4... Ce je X3 =n, je X, lahko enak 1,2,...,n — 1. Opigimo
dogodek { Xy = k, X3 = n}. To pomeni, da v prvih k metih ni padla Sestica, v
k-tem metu pa je padla, nakar smo dodali novo kocko. V nadaljnjih n —k — 1
metih se ni zgodilo, da bi na obeh kockah padla Sestica, v (n — k — 1)-tem metu
pa je na obeh kockah padla Sestica. Sledi

5 k-1 1 35 n—k—1 1

Sestejemo in dobimo

n—1
P(Xs=n)=)» P(Xy=k X5=n)
k=1
@ -
63 35 _ 5
36 6

S -6)]

. (10) Koliksna je verjetnost, da je Stevilo metov, pri katerih smo metali dve kocki,
strogo vecje od Stevila metov, v katerih smo metali eno kocko?

Namig: pogojujte na stevilo metov, v katerth smo metali eno kocko.

Resitev: Oznacimo z A dogodek, da je stevilo metov, pri katerih smo metali dve
kocki, strogo vecje od Stevila metov, v katerih smo metali eno kocko. Stevilo
metov, v katerth smo metali eno kocko, je natanko Xs. Pogojno na Xy = k se
dogodek A ujema z dogodkom, da se mikoli v prvih k metih, ko smo metali dve
kocki, ni zgodilo, da bi na obeh padla sestica. Torej je

P(A| Xy = k) = (%)k
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4. (20) Za okroglo mizo nakljuéno posadimo b belih in r rdecih vitezov, tako da so
vsi vrstni redi enako verjetni. Stole ostevil¢imo od 1 do n = b + r v nasprotni smeri
urinega kazalca.

a. (10) Izracunajte verjetnost, da ima vitez, ki sedi na stolu k, soseda razli¢nih barv
(gledamo torej samo barvi sosedov).

Resitev: Ker so vsi mozZni vrstni redi enako verjetni, bo na stolih, ki sta sosednja
stolu k, sedel povsem nakljucno izbran par vitezov. Verjetnost, da bosta nasprot-

nih barv, je
br 2br

(B) nn-1)
b. (10) Naj bo X stevilo vitezov, katerih soseda sta razliénih barv. Izracunajte
E(X).
Resitev: Definirajmo indikatorje

ja 1, ce ima vitez na stolu k soseda razlicnih barv
k 0, sicer.

Tedaj je X => 7 Iy in
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5. (20) Pri testiranju generatorjev slucajnih stevil pride do naslednjega vprasanja:
imamo m kartic, osteviléenih z 1,2, ..., m. Kartice izbiramo naklju¢no z vracanjem,
tako da so izbire med sabo neodvisne, pri vsakem izbiranju pa so vse kartice enako
verjetne. Izbiranje ponavljamo, dokler ni Stevilo na izbrani kartici manjse ali enako tis-
temu na predhodno izbrani kartici. Naj bo X dolzina niza kartic s strogo narasc¢ajoc¢imi
Stevili, Y pa Stevilo na zadnji izbrani kartici.

a. (15) Navedite vse mozne pare, ki so lahko vrednosti para (X,Y), in izracunajte

P(X=kY =1).

Namig: strogo naraicajoci nizi k $tevil iz mnoZice {1,2,... ,a} so v bijektivni
korespondenci s kombinacijamsi velikosti k iz iste mnoZice.

Resitev: Mozni pari so (k,l) z1 < I,k < m. Dogodek {X = k,Y =1} se zgodi,
ce je v mizu k strogo narascajocih Stevil zadnje vecje ali enako [, naslednje pa
je 1. Presteti moramo, koliko je strogo narascajocih nizov k stevil, v katerih je
zadnge | ali vec. Strogo narascajoci nizi dolZine k so v bijektivni korespondenci s
kombinacijami elementov. Vseh strogo narascajocih nizov dolzine k 1z mnoZice
{1,2,...,m} je (TZ), odsteti pa moramo tiste, ki vsebujejo samo elemente iz
{1,2,...,1—1}, torej (121). Binomski simbol (Z) za b > a interpretiramo kot 0.
Verjetnost, da dobimo katerega koli od konkretnih nizov k + 1 §tevil ki ustrezajo
dogodku {X = k,Y =1}, je zaradi privzetka neodvisnosti enaka —iw. Sledi

wecarn-gal()-(2))

b. (5) Najdite verjetnost P(Y = m).

Resitev:

Prvi nacin. Iz formule za robne porazdelitve sled:

P(Y:m):éP(X:kY m) ;:mkﬂ[( >—(mk_1)}.

k

Opazimo, da lahko sestevamo Ze od k = 0 naprej, saj je ustrezni clen enak nic.
Nato sestejemo po binomski formuli in dobimo

(1ed) "= ()] - e

Drugi nac¢in. Zacnemo tako kot pri prvem nacinu, nakar uporabimo Pascalovo

P(Y =m) = —

m
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identiteto in prav tako sestejemo po binomski formuli:

po = =3[0 ()]

Il
RNgE
3
E) -
s
— N
= 3
Lo
==
N——

Tretji nacin. Oznacimo z A dogodek, da se najdaljse zacetno strogo naraséajoce
zaporedje oznak izbranih kartic konca z m. Tako zaporedje je lahko dolgo najvec
m, torej je dovolj presteti vsa zaporedja Stevil od 1 do m dolZine m, ki imajo
to lastnost, da se najdaljse zacetno strogo narascajoce zaporedje oznak izbranih
kartic konca z m. IzkaZe se, da so taka zaporedja v biyjektivni korespondenci s
funkcijami iz {1,2,...,m — 1} v {0,1,...,m}. Vsaki taki funkciji f namrec
zaporedje z zahtevano lastnostjo priredimo na naslednji nacin: ée je f~1({0}) =
{iv,ig, .. yip1 ) in fHAL, 2,0 00,m)) = {41, J2s -y Jmei ), Kjer je 1 <y <y <
e <1 <m—=—1inl1<j1<jo<: -+ <Jmrir <m—1, izberemo zaporedje

il,ig, s 7ik—17ma f(]l)a f(.]?)a s >f(jm—k) :

Ni tezko preveriti, da je ta predpis res bijekcija med ustreznima mnoZicama. Tako
dobimo, da je zaporedij z iskano lastnostjo natanko (m + 1)™=1. Sledi P(A) =
(m+1)""Y/m™. Dogodek {Y = m} pa pomeni, da se zgodi A in da najdaljsemu
zacetnemu strogo narascajocemu zaporedju oznak izbranih kartic, ki se konca z
m, sledi Se ena kartica z oznako m. Sledi P(Y =m) = (m + 1)™'/m™ | kar
je isto kot prej.
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6. (20) Vsak osebek ima dva gena, ki dolocata barvo oc¢i. Vsak gen je ali tipa R ali
tipa r. Osebek ima rjave o¢i, ¢e ima vsaj en gen tipa R, sicer pa ima modre oCi.
Vsak potomec dobi en gen od matere in en gen od oceta, pri cemer se od obeh starsev
nakljucno z verjetnostjo 1/2 izbere eden od obeh genov. Izbiri od matere in oceta sta
neodvisni.

Privzemite, da nov posameznik nastane tako, da med moskimi oziroma zenskami
nakljuéno in neodvisno izberemo po enega oziroma eno, ki bosta imela potomca.
Privzemite, da bo nakljuéno izbran moski tipov RR, Rr, rR in rr z verjetnostmi
p%, p(1 —p), (1 —p)pin (1 — p)? in da enako velja za Zenske.

a. (10) Oznacite B = {potomec je rjavook}. Izracunajte P(B).
Namig: Nasprotni dogodek.
Resitev: Izracunajmo verjetnost, da potomec od matere dobi gen r. To se lahko

zgodi, ¢e je mati tipa Rr, rR ali rr. Pogojne verjetnosti so po vrsti 1/2, 1/2 in
1, torej je

P(od matere podeduje r) = p(1 —p) + (1 —p)> =1—p.
Verjetnost, da posameznik dobi gen r od oceta je enaka. Zaradi neodvisnosti je
P(oba podedovana gena sta r) = (1 — p)?.
Sledi P(B) =1 — (1 —p)* =2p — p*.
b. (10) Oznacite A = {starsa sta rjavooka} in B = {potomec je rjavook}. Izracu-
najte P(A|B).
Namig: Dogodki Hyy .., = {mati je tipa xy, oce je tipa zw} zax,y, z,w € {R,r}

so particija in velja

P(ANB)= Y P(ANBNHyy.0).

Ty, 2w

Resitev: Velja

P(ANB) =) P(ANBN Hyyuu) -

TY,ZW
Ce je xy = rr ali zw = rr je verjetnost preseka enaka 0. Ce je ry = RR in
2w = RR, je P(AN BN Hyypyy) = P(Hyy o) = P Ce je 7y = RR in zw = Rr
ali TR, je P(AN BN Hyyyy) = P(Hyy o) = p* - p(1 — p). Viogi zy in zw lahko
zamenjamo in dobimo 4 take moznosti. Ostane Se moznost
3
2

P(ANB N Hpy ) = P(BO Hppr) = p*(1=p)° - 7.

Viogi x in y in z ter w lahko zamenjamo in dobimo 4 take moznosti. Sledi

3
P(AﬂB)=p4+4‘p2(1—p)2-Z+4'p2-p(1—p)~



