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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, s 5 reSenimi
nalogami pa desezete 100%. Ce jih resite ve¢, imate presezne tocke v dobrem. Na
razpolago imate 120 minut, dovoljena sredstva pa so A4 format list s formulami in
matematiéni priroc¢nik.

Naloga | a. b. c. d.

SR Sl e e
°
IR

Skupaj




Verjetnost, 2018/2019, M. Orel, M. Perman, A. Zalokar

1. (20) V kupu 52 standardnih kart so 4 asi, 4 kralji in 4 dame. Karte dobro premesamo
in jih zacnemo deliti z vrha, dokler ne dobimo prvega asa. Naj bo X stevilo kraljev
in Y Stevilo dam, ki smo jih razdelili do prvega asa.

a. (10) Dolocite porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y).
Namig: ali je treba gledati vseh 52 kart?

Resitev: Slucagni vektor (X,Y) ima za vrednosti vse pare (k,l) z 0 < k,1 < 4.
Zanimajo nas le relativni polozaji asov, kraljev in dam. Ce iz dobro premesanega
kupa kart izlo¢imo vse ostale karte, nam ostane nakljucna permutacija teh 12
kart. Za izracun verjetnosti P(X = k,Y = 1) moramo presteti vse permutacige,
ki imajo pred prvim asom k kraljev in | dam. Izbiramo najprej k kraljev, kar
lahko naredimo na (i) nacinov, in | dam, kar lahko naredimo na (le) nacinov.
Teh k + 1 kart lahko poljubno permutiramo, za njimi pride eden od stirih asov,
ostalih 12 — (k + 1+ 1) kart pa lahko spet poljubno permutiramo. Izmed vseh 12!

permutacij je torej ugodnih
4\ [4
Al R

4G) () (k4 D11~k — 1))
12!

4- (A2 (k4+ D11 -k —1)!

2K (4—k) (4=1)!

Sledi

PX=kY=1[)=

b. (5) Sta X in Y neodvisni?

Resitev: Za neodvisnost bi moralo za k.1 € {0,1,2,3,4} na zalogi vrednosti
(X,Y) veljati
P(X = kY =1) = f(k) g(0)

za neki funkcigi f,g: {0,1,2,3,4} — R. Tedaj bi za k,l € {0,1,2,3,4} moralo
veljati tudi .
Hk D) =k+D)(11-k=D!= f(k)g(l),

potem pa bi morala biti npr. tudi matrika
H(0,0) H(0,1)| |11l 10! | ol 110 10
H(1,0) H(1,1)| |10l 2-9!| |10 2

izrojena, to pa ni res. Slucajni spremenljivki X in'Y sta torej odvisni.
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c. (5) Dolocite porazdelitev vsote X + Y.

Resitev: Razmisljamo kot v prvem delu naloge, le da preprosto zdruzimo kralje
in dame. Vseh permutacij je spet 12!, takih, kjer je X +Y =n, pa je

(2)4&4-ﬂ2—n—nh

torej zan =0,1,...,8 velja

4N nl(11-n)! (11 —-n)(10—n)(9—n
HX+Y=nF:()1m _( >gw0x )
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2. (20) Pri Poker testu za kontrolo generatorjev sluc¢ajnih Stevil nastopi naslednji
problem: imamo neodvisne, enako porazdeljene slucajne spremenljivke &1, &9, &3, €4, &5
z enakomerno porazdelitvijo na mnozici {0,1,...,m — 1} za dan m > 0. Naj bo X
stevilo razlicnih Stevil v mnozici {&1,&2,&3,&4,&5}. Primer: za mmnozico {1,2,5,2,5}
dobimo X = 3.

a. (10) Izracunajte E(X).
Namig: izrazite X z indikatorji

[ 1 ce se Stevilo k pojavi v mnozici {&1,62,€3,64,&5}
T 0 sicer.

Resitev:
Prvi nacin: Za k=0,1,...,m — 1 definirajmo indikatorje

I 1 ce se stevilo k pojavi v mnoZici {&1,62,&3,64,&5}
T 0 sicer.

Zapisemo lahko X = Iy + -+ L,_1. Zaradi enakomerne porazdelitve imajo vsi
indikatoryi enako porazdelitev. Racunamo

P(Ik:O):<m—_1)5, p(fk:1>:1_(m_—1)5,

m m

m—1\°
EX)=m|l——— .
m
Drugi nacin: doloc¢imo porazdelitev slucajne spremenljivke X. Velja namrec

m(m—1)---(m—k+1)

Sleds

P(X =k) = S(5, k)

9

kjer je S(n, k) Stirlingovo stevilo druge vrste, t. j. §tevilo neurejenih razbitij n-
elementne mnozice na k nepraznih mnozic. Velja S(5,1) = 1, S(5,2) = 15,
S(5,3) =25, S(5,4) =10 in S(5,5) = 1. Sledi:

E(X)=Y kP(X =k)

- @@ +30(m — 1) + 75(m — 1)(m — 2) + 40(m — 1)(m — 2)(m — 3)

+5(m — 1)(m — 2)(m — 3)(m — 4))

B 5m* — 50m? + 175m? — 250m + 120
= -, .

Krajsi racun pokaZe, da pride isto kot pri prvem nacinu.
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. (10) Izracunajte var(X).
Namig: uporabite P(I;, =1,1; = 1) =1— P({I, = 0} U{l, = 0}).
Resitev:

Prvi nacin: uporabimo var(X) = E(X?) — (E(X))2 in racunamo

3

E(X*) =) E(I})+ Y E(L)
k=0 0<k,l<m
k£l
m—1
=Y P(Ly=1)+ > PLi=11L=1).
k=0 0<k,l<m
k£l

Pri drugem clenu uporabimo namig:

P(ly=1,,=1)=1-P({I, =0} U{l, =0})

Podobno kot pri tocki a. za k # 1 izracunamo

P(I, = 0,1, = 0) = (m—_2)5 .

P([k:1,[l:1):1—2<m—_1)5+ <m—_2)5

m m

Sleds

Poberemo skupaj in z uporabo rezultata iz prejsnje tocke dobimo
—1 5 -1 5 —9 5
var(X) =m [1 — (m_) +m(m—1) [1 ) (m_) + (m_) ]
m m m
1\’ 1\ 10
o ll_g(m_) . (m_) ]
m m
m—1 5 m—2 5 , [(m— 1 10
=m|—— | +m(m-1)(—— ] —m° | —— .
m m m

Drugi nac¢in: varianco zapisemo kot vsoto varianc in kovarianc:

[y

var(X) = Y var(l}) + Z cov(Ily, 1)) .

0 0<k,l<m
5

3

=
Il
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Zaradi simetrije so enake vse variance in vse kovariance. Vemo, da je

var(ly) = Pl = 0) P(Iy = 1) = (m__1)5 [1 ! (m_—lﬂ

m m
m
COV([k,Il) = P([k = 1,[[ = 1) — P([k = 1) P([l = 1) .
Tako kot pri prvem nacinu za k # | izracunamo
-1\’ -2\’
P(]k:1,fl=1)=1—2<m—) + <m—) :
m m
torej je
COV(Ik,Il> = P(Ik = 1,[[ = 1) — P(Ik = 1) P([l = 1)
_(m—2 b m—1\"
N m m '

Poberemo skupaj in dobimo
—1\° -1\’
var(X):m(m—> [1— (m—)]
m m
_9\? 1\ 10
e [(252) - (252 ]
m m
1P _9\? 1\
() e (M) e (50)
m m m

kar je isto kot pri prvem nacinu.

Tretji nacin: uporabimo eksplicitno porazdelitev za izracun:

E(X?) = 25: K P(X =k)

- %(1 +60(m — 1) 4 225(m — 1)(m — 2) +160(m — 1)(m — 2)(m — 3)

+25(m — 1)(m — 2)(m — 3)(m — 4))

B 25m* — 90m3> + 140m? — 105m + 31
_ — ,

Krajsi racun pokaze, da pride isto kot pri prvem nacinu. Tako kot pri slednjem
tudi nadaljujemo.
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3. (20) Naj bosta U in V neodvisni in U,V ~ exp(1). Definirajte X =U — V.

a. (10) Naj bo X = U — V. Izracunajte gosototo X.

Resitev: Definirajmo
O(u,v) = (u—wv,v).

Iz
O (z,v) = (v +v,v)
sledi, da je
Jp-1(u,x) =1.
Torej je

fX,V(x, U) = fU($ + ’U)fv(v) .

Zaradi simetrije bo fx(x) soda funkcija. Predpostavimo x > 0 in rac¢unamo
fx(z) = / e " e dv
0

o
= ex/ e ?dv
0

Sleds

za v € R.

b. (10) Naj bosta X in Y neodvisni in naj imata obe enako porazdelitev kot U — V.
[zracunajte porazdelitev Z = X — Y.

Resitev: Naj bodo U,V U,V enako porazdeljene in neodvisne. Najbo X = U -V
mY =U—V. Zapisemo lahko

X-v=(U+V)-(v+0).

Vemo, da je U +V ~ ['(2,1) in enako za vsoto v drugem oklepaju. Zaradi
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simetrije bo gosotota fz(z) soda funkcija. Racunamo kot v prvem delu za z > 0
fz(2) = / (z4+x)e " Twe "dx
0

oo oo
= ze_z/ a:e_hdque_z/ e ¥ dx
0 0

= —ze "+ e~
+4

1
= Z(Z + 1)e ™.

Konéno sled: {
fa2) = 720 + e

za z € R.
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4. (20) Predpostavljajte, da so meti kovanca med sabo neodvisni, vsaki¢ pa je ver-
jetnost za grb enaka p. Oznac¢imo q := 1 — p. Naj bo W,, stevilo potrebnih metov
vkljuéno z zadnjim, dokler prvi¢ ne bomo videli n zaporednih grbov.

a. (10) Utemeljite, da velja
inzal>k+1

PW, =W, 1 =k)=qP(W,=1—k—1).

Resitev: Ce na k-tem metu prvié dobimo n — 1 grbov zapovrstjo, se lahko zgodi
dvoje: na naslednjem metu dobimo grb in je W,, = k+1 ali na naslednjem metu
dobimo Stevilko wn se “Cakanje” ma n grbov zapouvrstjo zacne znova. Zgornji
enacbi sta matematicni zapis tega dejstva.

b. (10) Pokazite, da je
in izracunajte E(W,,).

Resitev: Iz pogojnih verjetnosti sledi, da je
EWuWaoi =k)=pk+1)+ > qPW,=1-k-1)
I=k+14+n
=p(k+1)+q Y _(m+k+1)P(W, =m)

m=n

= p(k+1) + q(k + 1) + ¢E(W,,)
—k+1+qEW,).

Obe strani zadnje enacbe pomnozimo z P(W,,_1 = k) in sestejemo. Sledi

E(W,) = i E(Wy Wy = k)P(W,_y = k)

k=n—1

Z (k+14qE(W,))P(W,_1 = k)

k=n—1

Sleds
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Ce upostevamo E(Wy) = p~!, sledi

10
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5. (20) Dan je proces razvejanja, pri katerem ima vsak posameznik z verjetnostjo
1/4 dva potomca, z verjetnostjo 3/4 pa je brez potomcev. Stevila potomcev vseh
posameznikov so neodvisna.

a. () Dokazite, da tak proces skoraj gotovo izumre.

Resitev: Rodovna funkcija stevila potomcev je G(s) = %%—}152 in enacba G(s) = s
ima dve regitvi, s = 1 in s = 3. Stevilo 1 je torej edina negibna tocka funkcije G
na intervalu [0, 1], torej je to tudi verjetnost, da proces izumre.

b. (5) Naj bo Z; stevilo potomcev v prvi generaciji, N naj bo stevilo vseh pred-
stavnikov tega procesa, H pa naj bo rodovna funkcija tega stevila. Za k € {0,2}
izrazite E(sN | Zy = k) s H(s).

Resitev: Ce je Zy = 0, je N = 1, zato je E(s¥ | Z; = 0) = s. Pogojno
na 41 = 2 pa je N porazdeljena enako kot skupno stevilo predstavnikov dveh
neodvisnih procesov, porazdeljenih enako kot dani proces brezpogojno, povecano
za 1. Torej je E(s™ | Z1 = 2) = S(H(S))2.

c. (10) Izracunajte porazdelitev Stevila vseh predstavnikov tega procesa, t. j. za
vsak n iz zaloge vrednosti izracunajte P(N = n).

Pomoé: (1+x)™ =372, ()"
Resitev: Po formuli za popolno pricakovano vrednost je
H(s) = E(sY)
=P(Z,=0)E(s" | Z=0)+ P(Z1 =2)E(s" | Z1 =2)
= Z [3+ (H(s))z] :
Resimo na H(s) in dobimo

2
H(s)z—(li— 1—§s2>,
S

kar je rodovna funkcija neke nenegativne celostevilske slucajne spremenljivke, le
ce vzamemo negativni koren. Torej je

= 22 <1/2> T §2h1

Slucagna spremenljivka N torej zavzame vrednosti le v mnozici pozitivnih lihih
stevil in za n =2k — 1 je:

1/2\ 3 3 (1), 3¢ (3), 3k (n—2)!l
_ _ o(_1\k—1 P92 2/k 2 A2/k=1 2 0T 2/
PN =mn) =2(=1) (k)4k ETR R CF

kjer je (z), := x(x + 1)(x + 2)--- (x +r — 1) Pochhammerjev simbol.

11
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6. (20) V skatli so ¢udezne kroglice bele in rdece barve. Prvih je B in drugih R. Iz
skatle naklju¢no izberemo n kroglic, tako da so vse izbire n kroglic enako verjetne.
Ker pa so kroglice ¢udezne, takoj po izbiri in preden jih pogledamo, z verjetnostjo 1/4
spremenijo barvo v drugo neodvisno ena od druge in neodvisno od postopka izbire.
Naj bo M; stevilo belih kroglic med izbranimi in M Stevilo rdec¢ih med izbranimi. Naj
bo Nj stevilo belih po spreminjanju barv in Ny Stevilo rdecih po spreminjanju barv.

a. (5) Izracunajte E(Ny|M; = my, My = ms).

Resitev: Bele kroglice nakljucno spreminjajo barvo. Ce jih je my, bo pri¢akovano
stevilo belih po spreminjanju barv enako 3my /4. Od my ¢érnih, pa bo belih postalo

3m m
E(N1|M1 = ml,Mg = TTLQ) - Tl + TZ .

b. (5) Izraéunajte E(N1N2|M1 = my, M2 = m2).

Namig: kaj je cov(Ny, Nao| My = my, My = my).

Resitev: Ker cudezne kroglice spreminjajo barvo neodvisno ena od druge in neod-
visno od postopka izbire, je

COV(Nl,N2|M1 = ml,Mg = mg)
= E<N1N2|M1 = ml,Mg = mg)
—E(Nl‘Ml = ml,Mg = m2>E(N2|M1 =my, M2 = mg)

= 0.
Sledi, da je
3my  mo m;  3ms
E(N1N2|M1:m1>M2:m2): T‘i‘? T+T .
c. (10) Pokazite, da je
M
cov(Ny, Ny) = _—Var(4 Y :

12
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Resitev: Velja My ~ HiperGeom(n, B, N).

E(Nl) = Z E(N1|M1:ml,Mgzmg)P(Mlzml,MQng)

k1l
k+l=n

3
= Z (%—F%)P(Ml:ml,Mg:mg)

= SBOL) + FE(OM)

3nB  nR

IN I

n(3B + R)
4N

Po drugi strani, upostevajo¢ My + My = n, velja

var(M;) = var(M,) in cov(My, My) = —var(M) .

Racunamo
E(N1N)
= Z E(NiNo| My = my, My = mo) P(My = my, Ma = my)
kfil:n
Z 3mq + mao my X 3mo P(M M )
— 4 4 4 4 1 1 2 2
k+l=n
1
= EE (3M7 + 3M3 + 10M; Ms)
1
= 16 (6var(M1) + 3E(M,)* + 3E(M,)? — 10var(M;) + 1OE(M1)E(M2))
1 (M) + 3n’B? N 3n’R? N 10n’BR
= ——var
4 YTTI6N2 TUI6N2 T 16N2
1 n*(3B + R)(B + 3R)
- —Zvar(Ml) + T

= —ivar(Ml) + E(N1)E(No) .

FEnakost sledi.

13



